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A rendre pour le lundi 28 septembre 2020

DETERMINANT DE VANDERMONDE

Soit n € N*. On consideére n nombres complexes ajq,...,a, € C*. On appelle matrice de Vander-
monde ! associée aux «a; la matrice
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(1) (a) Dans cette question, on suppose que n = 2. Calculer det V. A quelle(s) condition(s) sur les
«; la matrice V est-elle inversible 7

(b) Méme question pour n = 3.
On se place maintenant dans le cas général, avec n > 2 quelconque.

(2) Montrer que, si deux des «; sont égaux, alors la matrice V' n’est pas inversible.

(3) On suppose dans cette question que les nombres «; sont deux & deux distincts.
n—1
(a) Soit X = (xg,...,2n—1) € Ker V. On considére le polynéme P = Z 2, X*. Montrer que les
k=0
nombres aq, ..., a, sont des racines de P.

(b) En déduire que le polynéme P est nul, puis que V' est inversible.

(4) On a montré aux questions (2) et (3) I’équivalence : « V est inversible si et seulement si les
nombres «; sont deux a deux distincts. » L’objectif de cette question est de calculer le déterminant
de V dans le cas général, et ainsi de retrouver cette équivalence par un autre moyen.

(a) En effectuant successivement les opérations sur les colonnes C,, + C, — a1Cy_1, Cp_1

Cn1—a1Cp_9, ..., Cy < (o — a1C7, montrer que
1 0 0 e 0
1 as—a1 ag(ag—ag) --- ozg*Q(ozg—oq)
detV=|1 az—a1 aglaz—a1) -~ af *(az—a)
1 ap—ar aplag,—a1) - o (o, —aq)
(b) En déduire que
1 ay o3 -+ af?
1 a3 a}f --- af?
-2
detV = (ag —a1)(az — 1) -+ (ay — ) |1 Q4 af - of
1 a, a2 - a2
(c) Montrer que detV = H (aj — @) et en déduire une condition nécessaire et suffisante

1<i<j<n
pour que V soit inversible.

La matrice de Vandermonde et son déterminant possedent plusieurs applications en calcul numé-
rique. On peut notamment les retrouver dans des problémes d’interpolation polynomiale (c’est-a-dire
d’approximation d’un signal discret par un polynéme) ou dans le calcul de la transformée de Fourier
discréte (qui est un des outils fondamentaux dans le domaine du traitement du signal).

1. d’apres le mathématicien francais Alexandre-Théophile Vandermonde (1735-1796).



