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Mathématiques — Devoir en temps libre n°3 — Corrigé 2020-21

EXERCICE I. UNE SERIE A PARAMETRES

On sait que, pour tout a € R, lorsque x tend vers 0, on a le développement limité
(1+ x) =1+ar+ a( olad) 2 4 o(x?). En particulier, pour a = 3, on obtient v/1+ 2 =
1+35-% —I— o(z?).

Pour n tendant vers 400,

un:\/ﬁ+a\/n+1+b\/n+2:\/ﬁ<1—|—a\/1+}l—|—b\/l—|—2>,

et % et % tendent vers 0 donc on peut appliquer la formule de la question précédente a

T = % et x % respectivement, en se restreignant a l’ordre 1 pour 'instant :
Vitl=1+kto(L) en/1+2=1+L+0(2).

Ainsi

un=vn(1+at g +b+5-240(L))=(+a+b)Vn+ (3+b) d+o(k).

Sil+a+b#0,alors u, ~ (14 a-+ b)y/n et tend donc vers +oo lorsque n tend vers
+00.
Au contraire, si 1 +a + b =0, alors u,, = (% +) ﬁ +o0 (ﬁ) — 0.

n—-+0o00
D’apres la question précédente, il est nécessaire pour que Y u, soit convergente d’avoir
1+ a+b=0 (sinon, la série est grossierement divergente). On suppose donc dans toute
la suite que cette condition est vérifiée.

Si § + b # 0, alors d’apres la question précédente, on a I'équivalent u, ~ ( + b) NG
mais Eﬁ est divergente (série de Riemann d’exposant o = % < 1) donc Y u, est
divergente d’apres le théoréme de comparaison des séries a termes positifs.

Il est donc nécessaire d’avoir § +b = 0 pour que la série converge. Est-ce suffisant ? Le
développement limité au premier ordre ne nous permet pas de conclure dans ce cas. En
effet, il s’écrit alors u, = o (\lf) mais comme 3 - Tn est divergente, le théoreme de com-
paraison des séries & termes positifs ne s’applique pas. On pousse donc le développement

limité jusqu’au second ordre, en utilisant la formule de la question (1) :
un=vn(1+a+ g —ga+b+i-t L1o(k))
— a 1 _(a
=(l+a+bvn+(§+0)=—(4+3) 2= +0(2=).

Dans le casou 1+a+b=0et §+b =0, on a donc u, = — (% + 5) ﬁ—l—o(v) Plus
précisément,

1+a+b=0 — 1-2b+b=0 — b=1

5+0=0 a=—2b a= -2
—L + 0(L> ~ ——L1_. On sait que 3 1~ est convergente (série de
4dny/n ny/n dn/n” q ny/n g

Riemann d’exposant o = % > 1), donc d’apres le théoreme de comparaison des séries a
termes positifs, > u,, est convergente.

(=

donc u,, =

Au final, on a donc la condition nécessaire et suffisante :

14a+b=0 —
5+b6=0
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EXERCICE II. LA JOURNEE D’UN CHAT

(1) Pour tout n € N,

Pp,(Dny1) =04, Pp,(Mypy1) =04; Pp,(Thi1) =0,2;
PMn (Dn+1) =0,3; PMn (Mn+1) =0,3; PMn (Tn+1) = 0,4;
Pr,(Dny1) = 0,3;  Pr,(Myy1) =05, Pr,(Thy1) =0,2.

(2) Pour tout n € N, le systeme (D,,, M,, T},) est un systéme complet d’événements. D’apres
la formule des probabilités totales, on a donc

dn+1 = P(Dn+1) = PDn (Dn-}—l)P(Dn) + PMn (Dn—i—l)P(Mn) + PTn (Dn+1)P(Tn)
= 0,4d,, + 0,3m,, + 0,3t,,.

De méme,
Mmp+1 = 0,4d, + 0,3m, + 0,58, et t,y1 = 0,2d, + 0,4m,, + 0,2¢,.

(3) Pour tout n € N, on a donc X, 11 = AX,,, ou

1 4 3 3
Azl—o 4 3 5
2 4 2

(4) On peut évidemment s’en sortir en calculant le polynéme caractéristique de A, mais
on peut se faciliter les calculs en s’intéressant plutot aux valeurs propres de la matrice
B = 10A. En effet, si A € R est une valeur propre de B, alors il existe X € R3\ {0}
tel que BX = AX, mais alors AX = %OBX = %OX . Autrement dit, une fois les valeurs
propres de B trouvées, on obtient les valeurs propres de A en les divisant par 10; et les
vecteurs propres de B sont les mémes que les vecteurs propres de A.

Calculons donc le polyndéme caractéristique de B. Pour tout A € C,
A—4 =3 -3
xs(A)=| -4 AX=-3 =5
-2 -4 =2
=A=4YA=3)A=2) + (=) (=4 (=3) + (=2)(=3)(-D)
—A=4(4)(=5) = (A =3)(=2)(=3) = (A = 2)(=4)(=3)
=A% —9\% — 12\ + 20.
On remarque que A = 1 est solution, on factorise donc par A—1, et on factorise le trin6me
du second degré par la méthode de son choix :

xB(A) = (A= 1)(A% =8\ —20) = (A — 1)(A = 10)(\ + 2)

On en déduit que B admet trois valeurs propres distinctes, elle est donc diagonalisable.
Restent & déterminer les sous-espaces propres correspondants.

— Soit X = (é) € R3. Alors

dr+3y+3z== r+y+2=0
BX =X — dx+3y+oz=y <+ 4 +2y+52 =0
20+ 4y + 2z =2 20 +4y+2=10
z=—xT—Y
— —x—3y=0 <:>{z:2y
z+3y=0 r=-3y

Ainsi F; = Vect ((?))



Soit X = (g) € R3. Alors

dr + 3y + 3z = -2z 2x+y+2=0
BX = -2X <~ dr+ 3y + 5z = -2y <<= dr+5y+ 52 =10
20 + 4y + 2z = —22 r+2y+22=0
—3y—32=0
y=-=
— —3y—32=0 <:>{
z=0
r=—-2y—2z
0
Ainsi, E_5 = Vect 1))
(1)
—SoitX:(@Z/)ER?’.Alors
4o + 3y + 3z = 10z —2x+y+2=0
BX =10X «— dx+3y+52=10y <<= dr —Ty+52=0
2z + 4y + 2z = 10z 20 +4y -8z =0
2y —
r=y-+=z g6,
= { y+7z2=0 = _%Z
By —T7z=0 V=5

Ail’lSi, E10 = Vect ((E))

On peut ainsi diagonaliser B en écrivant B = PDP~! ou

-3 0 6 1 0 O
P=11 1 7 et D=0 -2 0
2 -1 5 0 0 10

Autrement dit, A= PD'P~! ou D' = %D.
(5) On va utiliser la diagonalisation de D pour en déduire ses puissances : A = PD'P~1
donc pour tout n € N, A" = P(D")"P~1.
Calculons P~ :

-3 0 6]1 00 1 1 7]0 1 0
(P|I)=|1 1 71010 ~ |=3 0 6100
2 —15/00 1/ \2 —15/001
1 1 7100 1 0 11 71010
e (03 2 3 0~ 1003 271 30
34—
2ot \o =3 —9lo —2 1) B0 0 1801 1 1
11 7/0 1 0 11 7/0 1 0
LT}3L019%10L;9L010_%%_%
<~ 2 L2
Loe1/isty \O0 0 1|5 15 18 \00 1| % 5 o1
1 0 o]=2 L1 1 —2 1 1
~ 010—2 ; —9% donc P! = _zz 9%
L1<—L1—L2—7L3 O 0 1 L i i L i L
18 18 18 18 18 18

Puisqu’on ne nous demande que la limite lorsque n tend vers 'infini et pas le calcul
exact pour tout n, on peut ruser un peu et ne pas faire le calcul complet (pénible!) du
produit P(D')"P~! : en effet, pour tout n € N,

L0 0

; 00 0

(D) = 0 2)" 0| — fo00
10 n—-+o00

0 0 1 0 01



donc

-3 6\ (0 0 0\ (-2 &+ &
Av=poyPt — [1 1 7||loo0oo||[-5 5 -2
el 00 1)\L 1 1
-15 i 18 18
2 1 1
A N O
R A
0 0 5 i§ 15 18
11 1
3 3 3
| T
— |18 18 18
5 5 5
18 18 18
1 1 1
703 3
Lorsque n tend vers +oo, la matrice A™ converge donc vers A* = | ¢ {5 15
5 5 5
18 18 18

(6) Il s’agit de calculer le vecteur X,, pour une « grande » valeur de n (correspondant au
nombre de minutes écoulées entre le début et la fin de la journée). En pratique, on va
donc simplement calculer la limite pour n tendant vers +oo du vecteur X,,. Comme, pour
tout n € N, on a la relation de récurrence X,,+1 = AX,, on en déduit que X,, = A" Xy,
donc que la limite pour n tendant vers +oo de X,, est donnée par A* Xj.

On fait le calcul :

11 1\ /4 1
3 3 3 ° ?

* — e e s — L
A X() = 18 18 8 mo = (do + mo -+ to) 18
5 5 5]y 5

18 18 18 0 18

Les trois états pouvant étre occupés par le chat & 'instant initial forment un systéme complet
d’événements, on a donc dy + mg + tp = 1. On en déduit que, pour n tendant vers +oo, d,
tend vers % ~ 0,33, m,, vers 1—78 ~ 0,39 et t,, vers 1% ~ 0,28, et ce indépendamment des valeurs
individuelles de dgy, mg et tg.

En d’autres termes, peu importe 'activité du chat au moment ou le mathématicien quitte
son domicile. A son retour, il a environ 33% de chances de trouver son chat endormi, 39% de
le voir en train de manger et 28% de I'observer en pleine toilette.

NB : celles et ceux qui partagent leur vie avec un chat réel savent que cet exercice n’est que

pure fiction ; dans la réalité, la probabilité de retrouver le chat endormi est évidemment de 1.



