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EXERCICE I. INTEGRATION

(1) — —1 cos(t?) est une primitive de ¢ — ¢sin(¢?) sur R, donc

VT 1 = 1
A:/‘tﬁﬂﬂﬁﬁz—ihwuwgkz—ikl—D:L
0

Pour B, on procéde par intégration par parties, sachant que ¢ — t* est conti-
nue et ¢ — Int est de classe C! sur [1;¢]. On a donc

e A AR 51 (° 1[0 4ed+1
/ t* Int dt = |—Int| — Aafdtszff/‘#dtszff Tl
. —— 5 L o5t 5 5/ 5 505], 25

(2) Pour tout x € |—1;1],
a b c Ca(l4z)?+ b1 —2)(1+a)+c(l —a)
1—33+1+:1c+(1+x)2_ (1—2)(1+x)?
(a—b)2x®>+2a—c)zr+a+b+c
(1—-2)(1+x)? )

Ainsi, par identification,

a b ¢

Vael-1:1 =
a—b=0 a= g
— 2a_C:0 s :i
a+b+c=1 c=3

Or, sur |—1; 1], on a les primitives suivantes :

e 1+ In(1—z) + ¢ primitive de 2 —

e x— In(l+ z) + ¢ primitive de = — 141-37 ;

* > 714—% primitive de z ﬁ
On en déduit que toutes les primitives de f sur |—1; 1] sont les fonctions
1 1 1
— —In(1 — ~1In(1 - —+g €R.
x 4n( x)+4n( +x) 2(1+x)+c c
(3) On réalise le changement de variables proposé : u = tan4 et du = (1 +
tan? %)dt, autrement dit dt = 1%?52. On peut par ailleurs écrire sint = 13;2.

Ainsi, par formule de changement de variables :

/”2 dt _/12mL 1 _/‘1 2du
o ldsint  Jo T+u?l+ 2 Jo 14u? +2u

1 1
gt
o (1+u)? L+uj,

EXERCICE II. ALGEBRE LINEAIRE

(1) Il est clair que FF C R* et que 0 € F. Par ailleurs si u; = (z1,y1, 21,t1) et uy =
(22,y2, 22,t2) appartiennent & F et si A, u € R, alors Azy + pxa + Ay + pye =0
et Axy + pxo + Az + pze = 0, donc Auy + pus € F. Ainsi, F est bien un sev de
R

Autre démonstration : F' = Ker pNKer 1), ot ¢ et ¥ sont deux formes linéaires
définies sur R* par ¢(z,y,2,t) =z +y et ¥(z,y,2,t) =z + 2.

(2) Soit u = (z,y,2,t) € R% Alors u € F ssi y = —z et z = —x, ssi on peut écrire

T 1 0
u = = x -1 +1 0
I =2 B | 0
z 0 1
1 0
Ainsi, F = Vect _1 , 8 . 11 est facile de voir que ces deux vecteurs
0 1

forment une famille libre; il s’agit donc d’une base de F. Le sous-espace F' est
donc de dimension 2.

(3) On ajoute successivement deux vecteurs & la base trouvée. D’abord, un premier

1
: X 0 . :
vecteur n’appartenant pas a F, par exemple ol Puis un vecteur n’apparte-
0
1 0 1 0
. —1 0 0 1 , . .
nant pas a Vect lol ol par exemple ol On vérifie facilement
0 1 0 0

que cette famille de quatre vecteurs est libre; comme R*? est de dimension 4, il
s’agit bien d’une base de R*.

(4) Soient A\, uv € R. On suppose que Auj + pus + vug = 0. Alors

Adpu—v=0
A+2u=0
A+3u—v=0
A+4p =0

En soustrayant les lignes 2 et 4, on trouve p = 0 donc A = 0. La ligne 1 ou 3
permet d’en déduire v = 0. Il s’agit donc bien d’une famille libre.



(5) Par définition de G, (u1,us,us) est une famille génératrice de G. On a montré (1) En premier lieu, Papplication 1 est bien définie puisque les fonctions polyno-
a la question précédente que c’est une famille libre, c¢’est donc une base de G. miales sont continues. Pour tout P € R[X], ¥(P) € R. Enfin, si P,Q € R[X],

Comme elle est constituée de trois vecteurs, on en déduit que dim G = 3. 1

1
(6) Soit u € FNG. Comme u € G, il existe A, u, v € R tels que u = Aug + pus +vus. YAP+uQ) = /0 (AP(t) +pQ(t)) dt = )‘/0
On peut donc écrire

P(t) dt 4y / Q(t)dt = Ao(P) + b (Q).

L’application v est donc bien une forme linéaire sur R[X].

Adpu—v
A fQM (2) H = Ker 1, c’est donc un sev de R[X] (noter que, R[X] n’étant pas de dimension
A+ 3 — v finie, on ne peut pas dire que H est un hyperplan).
A+ 4p (3) e Commencgons par montrer que la somme H + Ry[X] est directe. Comme il

s’agit d’une somme de deux sous-espaces, il suffit de montrer que HNRy[X] =

{0}. Soit donc P € H NRy[X]. Comme P € Ry[X], il s’agit d’un polynéme

constant, égal a un certain a € R. Mais comme P € H, on doit avoir

{ At2u=-A+p—v) { 22+3p—v=0 — { A=-—v fol P(t)dt = 0, c’est-a-dire fol adt = 0, autrement dit @ = 0. Ainsi, P = 0.
A4+3u—v=—A+p—v) 2A+4p—-2v=0 p=v La somme Ry[X] + H est donc directe.

Mais par ailleurs, u est un vecteur de F', donc ses deuxiéme et troisieme coor-
données doivent étre égales a 'opposé de la premiere, on en déduit le systeme

e Montrons maintenant que Ro[X] 4+ H = R[X]. Evidemment, Ro[X] + H C
R[X], il suffit donc de montrer I'inclusion inverse. Soit P € R[X]. En suivant
I'indication de I’énoncé, on écrit

Au final, u = Auy + pug + vuz = v(—uy + us + ug). Ainsi, tous les éléments de
F N G sont des multiples du vecteur

-1
1 1
1 —
S P_<P—/OP(t)dt)+/0 P(t)dt.

3 On peut considérer le nombre fol P(t)dt comme un polynéme constant. Au-
On a donc FNG C Vect(uy). Par ailleurs uy € G (puisque c’est une combinaison trement dit, fol P(t)dt € Ro[X]. Reste a voir que (P - fol P(t) dt) € H.
linéaire de u1, ug et uz) et ugy € F (puisque ses deuxiéme et troisiéme coordonnée Pour cela, calculons son image par 1 : par linéarité,
sont 'opposé de sa premiere). On a fonc uy € F NG donc Vect(uy) C FNG. 1 1 1 1

On a donc montré que F'N G = Vect(uy). La famille composée de 1'unique (G <P */0 P(t) dt) =Y(P) — </0 P(t)dt) ¥(1) = /0 P(t)dt */0 P(t)dt =0.

vecteur uy est libre, puisque ug # 0. Il s’agit donc d’une base de F' NG (qui est . ) R
Il s’agit donc bien d’un polynéme de H.

donc de dimension 1). o ,
. . . . ' Ainsi, tout polynéme P € R[X] peut se décomposer comme somme d’un
(7) D’aprés la formule de Grassmann, dim(F + G) = dim F' + dim G — dim(F N G). polynéme de H et d'un polynéme constant, autrement dit R[X] = H +
D’apres les questions précédentes, dim F' = 2, dim G = 3 et dim(FNG) = 1. On Ro[X].
1 . _ 4
en déduit que dim(F 4+ G) = 4. Or F et G sont des sev de R* donc F + G est On a donc bien R[X] = H & Ro[X].

un sev de R*. Comme il est de dimension 4, on a donc F + G = R*.
(4) Soit P € R[X]. Alors P possede comme primitive un polynéme @ € R[X].
On a donc bien Q' = P, mais on ne sait pas si Q € H, donc on ne peut pas
forcément écrire D(Q) = P. Mais d’apres la question précédente, on peut écrire
o Q = Qo +c, avec Qp € H et ¢ € Ry[X]. Alors, par linéarité de la dérivation,
en général. Q)= Q —¢ =Q = P. Le polynome Qo est bien un élément de H dont la
dérivée est P ; autrement dit, c’est un antécédent de P par D.

(8) On n’a pas F NG = {0} donc la somme F + G n’est pas directe : d’apres
la question précédente, on peut écrire tout vecteur de R* comme somme d’un
vecteur de F' et d’'un vecteur de GG. En revanche, cette écriture n’est pas unique

PROBLEME. POLYNOMES ET NOMBRES DE BERNOULLI .. « N - . .
Ainsi, tout polynéme P € R[X] posseéde un antécédent par D : il s’agit donc

A. Polyn6mes de Bernoulli. d’une fonction surjective.



(5) 1l reste & montrer que D est injective. Soit P € Ker D. Alors D(P) = 0, soit
P’ = 0. Le polyndéme P est donc constant, autrement dit P € Ry[X]. Mais,
Papplication D est définie sur H, donc Ker D C H, ainsi P € H. Par conséquent,
P € HNRy[X] = {0} (d’apres la question (3)). Le polynome P est donc nul.

Ainsi, Ker D = 0, donc D est injective. Comme on a montré a la question
précédente qu’elle était surjective, il s’agit donc d’un isomorphisme.

(6) (a) 11 s’agit de calculer fol Q(z) dz, mais ce calcul est délicat car il impliquerait
une intégrale d’intégrale... Notons R une primitive du polynéme P. Alors
fox P(t)dt = R(x) — R(0). On peut maintenant calculer I'intégrale de @ sur
[0;1], en gardant en téte que les termes R(0) et fol (t — 1)P(t)dt sont des
constantes, donc leur intégrale sur [0; 1] est égale & eux-méme :

1 1 1
/ Q) do = / R(z)ds — R(0) + / (t— 1)P(t) dt.
0 0 0
On calcule alors l'intégrale de R par parties : R est de classe C!, de dérivée
P la fonction constante égale & 1 est continue, de primitive z — x—1. Alors
1

/0 R(z)dz = [(z — 1)R(m)]0 - /0 (x — 1)P(z)dx = R(0) — /0 (x — 1)P(z) da.

Mais alors, en substituant dans ’expression de fol Q(x) dz, on en déduit que
fol Q(x)dx = 0. Autrement dit, Q € H.

(b) On a montré que @ € H. Alors, ¢ étant la bijection réciproque de D, on a
Péquivalence Q = p(P) < D(Q)=P < Q' =P.
D’apres le théoreme fondamental de ’analyse, = — fox P(t) dt est une primi-
tive de P. Par ailleurs, fol(t — 1)P(t) dt est une constante. On a donc bien,
pour tout z € R, Q'(x) = P(x), ce qui montre que D(Q) = P donc que
Q= ¢(P).
(7) D’apres la question (6)(b), pour tout n € N, pour tout € R,

x 1
Bn+1(x):/0 P(t)dt+/0 (t — 1)P(t) dt.

On a donc, pour tout x € R,

T 1
Bl(as):/ 1dt+/(t71)dt:xf%,
0 0

donc By = X — % Par suite, pour tout x € R,

x 1 1’2 T 1
Bg(x):/ (t—%)dt+/(t—1)(zt—§)olt:7—5 /(tQ—%t—i—%)dt
0 0 0
_xQ z 1 3 1_902 T 1
"2 a3t3 1722 T

. . 2
aln81B2:X7—§+1—12.

(8) Soit n > 2. Alors, toujours d’aprés (6)(b),
et B,(0) = /0 By,_1(t)dt + /1(75 —1)B,_1(t)dt = /1(t —1)B,_1(t) dt,
0 0 0

donc
B,(1) - B,(0) = /1 B, —1(t) dt.
0

Mais, par définition, B,,—1 = ¢(B,—2) (on peut ’écrire car n > 2), donc B,,_1 €
H. Ainsi, [, B,_1(t)dt = 0, autrement dit B,,(1) = B,,(0).

(9) Soit n € N. Par définition, pour tout z € R,

Cpii(z) = (=1)"" B, 1 (1 —2) = (-1)"! </01_$ By, (t)dt + /Ol(t —1)B,(t) dt) :

La deuxieme intégrale est une constante donc disparait si on dérive C,, 1. Dans
la premiere intégrale, on va effectuer le changement de variables u = 1 — ¢
(du = —dt) :

1—x x
ot [ B de= 7 [ B -
:/j(—l)"Bn(l—u)du:/an(u)du.

Mais alors, en dérivant par raport a x, d’aprés le théoréme fondamental de

I’analyse :
/

11—z
((—1)”“/ By (t) dt> = Cp(2),
0
donc C}, 1 (x) = Cy(x) pour tout x € R, autrement dit C},; = C,,.

(10) Une nouvelle fois, comme on a montré que C},,; = Cy, il s’agit simplement de
montrer que C, 41 € H. Par définition de C), 11, en effectuant le changement de
variables u = 1 — ¢ (du = —dt) :

/1 Crir(£) dt = (—1)™H /1 Boi(1—t)dt
0 0
0 1
= (—=1)"*! u)(=du) = (=1)"H 1(u)du
—( 1)*/13n+1<>< du) = ( 1>+/OBn+<>d,

qui est donc nul car B,+1 = ¢(B,,) € H.
Ainsi C,,+1 € H, donc on peut écrire Cp,41 = ¢(Cy).



(11) Montrons par récurrence que, pour tout n € N, C,, = B,,.

Pour n = 0, Co(X) = (—=1)"Bo(1 — X) = By(1
donc By(1 — X) = By(X). On a donc Cy = By

Soit n € N, on suppose que B,, = C,,. Alors, par définition, B, 11 = ¢(By).
Mais, d’apres la question (10), Cp41 = ¢(Cp) = ¢(By) par hypothese de récur-
rence. On a donc bien B, 11 = Cp41.

Ainsi, pour tout n € N, B,, = C},. Autrement dit, pour tout t € R, B, (z) =
(=1)"B, (1 — ), ou encore B, (1 —z) = (—=1)"B,(z) (en multipliant des deux
cOtés par (—1)").

(12) Soit n € N*. Alors 2n + 1 > 2 donc, d’aprés la question (8), Ba,+1(0) =
Bap+1(1). Mais en appliquant la question (11) & 2 = 0, on trouve Ba,11(1) =
(—1)2n+1B2n+1(0) = —Bgn_;,_l(O). On en déduit B2n+1(0) = —Bgn+1(0), donc
Bs,,1+1(0) = 0. De méme pour Bs,11(1).

— X)), mais By est constant

B. Formule d’Euler-Maclaurin.

(13) Soit m > 2. On va appliquer le théoréme d’intégration par parties, la fonction

™) étant continue (puisque f est de classe C>") et la fonction Bs, de classe
ct:

1 —N— 1 1

o= / Ban(t) f0 () dt = [ Ban(0) @0 (1)] -~ / B, (1) f "1 (t) dt.
0 S~—— 0 0

Calculons le crochet :

[Ban )50 (0)] = Ban (17" D(1) = Ban(0)5"0),

mais comme n > 2, d’aprés la question (8) Bay (1) =
par définition. Ainsi

[Ban0)52 0] = oo (£27001) — ().

Par ailleurs, Ba, = ¢(Ba,—1) donc D(Bs,) = Ba,_1, autrement dit B}, =
By, —1. En faisant une deuxiéme intégration par parties, on a donc

1 1 —_——
[ Bour 0 de = [ Baur ) 7200 at
0 0 ~—~—

Bs,,(0), qui est égal a bay,

— [Baa @ 20)] = [ Baatrr Do) s

0
Le crochet est nul car les nombres Ba,_1(1) et Ba,_1(0) sont nuls d’apres la
question (12). Pour ce qui est de 'intégrale, on reconnait J,_;. Au final, en
réinjectant tout dans la formule de départ (attention aux signes!), on obtient

Jp = bop (f(Qn—l)(l) _ f(2n—1)<0)) + Ju 1,

(15)

(16)

ce qui est le résultat souhaité.

Calculons Ji. Par définition,

1
Jy = /O Bo(t)f"(t) dt.

On procede a une double intégration par parties comme dans la question précé-
dente :

1 —~= 1 1 =
n= [ BOTOa=moroL - [ BoToa
0~~~ 0 ~—~—

1

1
— b (' (1) - £/(0) - [Br®) )]} + / Bo(t)f(t) dt

1
= ba(/(1) = £10)) = B0 (1) + BiO)F0) + [ Bolt)s (o)
0
On se rappelle maintenant que By est le polyndme constant égal a 1. Par ailleurs,
d’apres la question (7), By = X — 1 donc By(0) = —% et By(1) = 3
ci-dessus devient donc

1
n=a(r' - 10) - L 4 gy a

ce qui est bien équivalent a la formule recherchée.

. La formule

On procede par récurrence sur n € N*. L’initialisation a été effectuée a la
question (14).
Soit n € N*. Par hypothése de récurrence,

/ 70 Zb (/D) -
Mais d’apres la question (13),

J, = 1 — b2n+2 (f(2n+1)(1) _ Jc(2n+1)(0))

En substituant dans la formule ci-dessus, on obtient exactement la formule sou-

FEED(0)) + T,

haitée au rang n + 1, ce qui acheve la démonstration par récurrence.

Comme suggéré dans ’énoncé, on s’intéresse a la fonction f définie sur [0; 1] par
f(z) = g((1 — x)a + bx). Cette fonction est de classe C>", par composition, on
peut donc lui appliquer la formule établie & la question (15). On remarque, par
applications successives de la formule de dérivation des fonctions composées, que
pour tout k € [0;2n], f*(z) = (b — a)*¢™ ((1 — 2)a + bx). En substituant cette
formule chaque fois qu’une dérivée de f apparait, on obtient la forme demandée
pour la formule d’Euler-Maclaurin.



