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EXERCICE I

Déterminer la nature des intégrales suivantes :
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EXERCICE 1I

On considére un espace vectoriel E de dimension 3 muni d’une base U = (uq, ug, u3)
et un endomorphisme f de E dont la matrice dans la base U est

010
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010

(1) (a) Déterminer une base de 'image et du noyau de f.
(b) Déterminer le polynéme caractéristique de A.
(c¢) Déterminer les valeurs propres Aj, Ag et A3 de A. On choisira A} < Ay < As.
)

(d) Déterminer des vecteurs propres vy, vy et v de A associés respectivement aux
valeurs propres Ai, Ag et As.

(e) Montrer que (vy, va,v3) est une base de E.

(2) (a) Donner une matrice diagonale D et une matrice inversible P telles que A =
PDP!.
(b) Calculer I'inverse P~ de P.
(3) Calculer A2 et A3.
(4) Montrer par récurrence qu’il existe une suite (a,),en telle que, pour tout entier n
strictement positif, on puisse écrire
Qp, (41 Qp,
A" = Unt+1 Opt2 Apid
Qp, An41 Qp,
Déterminer les termes aq, as, asz ainsi qu'une relation de récurrence satisfaite par
la suite (a,)nen-

(5) (a) Montrer que, pour tout n € N*, on a

tniz) _p (@) oy opo (12
a1 an 1 0

(b) Diagonaliser B : déterminer une matrice inversible ) et une matrice diagonale

A telles que B = QAQ .



(c) Calculer 'inverse Q™' de Q.
(d) Calculer B™ en fonction de n pour tout n € N*.
(6) (a) Montrer que, pour tout n € N*,

An+1 _ gt a2
an, a; ]’

(b) Donner une expression de a,, pour tout n € N*.

(d’apres ATS 2016)

PROBLEME

Dans tout le probleme, on considere les suites (H,)n>1 et (uy,)n>1 définies pour tout
n € N* par

LA}
Hn:Z— et wu, =H, —In(n).
=k

Partie A.
(1) Pour tout k£ € N*, montrer que

1
— < — <
P In(k+1) —1In(k) <

(2) (a) Quelle est la limite de la suite (H,)nen+ ?

=

(b) En utilisant le résultat de la question 1, montrer, pour tout entier n € N*,
I’encadrement

1
In(n) + — < H, <In(n) + 1.
n
(c) En déduire un équivalent simple de H,, quand n tend vers +o0.

(3) (a) Montrer que la suite (u,)men+ est décroissante (on pourra utiliser de nouveau
I'encadrement de la question 1).

(b) Montrer que la suite (u,),en+ converge vers une limite finie v € [0; 1].

(4) Soit f une fonction de classe C* sur R%. On pose, pour tout k € N*,

7 1 rk+1 " 1\ 2 ey
= t—k—= £) dt.
T /k: ( 2) f®
(a) Etablir, pour tout k € N*, 1’égalité

o= LRI DI

(b) En déduire que, pour tout n € N*,

(5) Dans cette question, on se place dans le cas particulier ou f(x) = i pour tout

x> 0.
k+1 ¢

(a) Montrer que, pour tout k € N*, 0 < J;, < / YR
k

2



(b) En déduire que la série 3 Ji est convergente.

+o0 1
(¢) En déduire également, pour tout n € N*, 'encadrement 0 < .J, < Fwel
k=n n
(d) Montrer qu’il existe une suite (e,),en+ tendant vers 0 telle que, pour tout
n € N*,
H, =In(n) + v+ Ly o
n = In(n — 4+ —.
7 2n  n
Partie B.

(6) Soient (an)nen €t (by)nen deux suites de réels strictement positifs. On suppose que
la série > a, est convergente, et que a, ~ b, pour n tendant vers +oo.

(a) Soit e > 0. Montrer qu'il existe ng € N tel que, pour tout n > ng, |a,—by,| < €b,.

(b) En déduire que, pour tout n > ny,

+00 +oo
dooak— Y by

k=n+1 k=n+1

“+o00
Scf E: bk
k=n-+1

(¢) En déduire 1'équivalent, pour n tendant vers +oo :
+0o0 00
2:: Qp ~ 2: lm.
k=n+1 k=n+1
(7) Soit a > 1.

(a) Montrer que, pour tout entier k supérieur ou égal a 2, on a :

k+1 d¢ 1 ko dt
/ Lo < / <
k te ke k—1 t@

(b) En déduire que, pour tout n € N* et pour tout N > n,

N+1 d¢ N1 N dt
— < — < —
fo w5 X ws) @

k=n+1

(c) En déduire I'équivalent, pour n tendant vers +oo :

Jio 1 1 1
o k¢ a—1 netl

Partie C. On considere les suites (2,,)nen+ €t (Yn)n>2 définies par :

1
Vn>lz,=u,—— et Vn>2vy,=x,— T, 1.
2n

(8) (a) Quelle est la limite de la suite (z,)nen 7

+oo
(b) Montrer que, pour tout n € N*, v —z,, = Y yj.
k=n+1

(¢) En déduire, pour tout n € N*, I’égalité suivante :

N |
e =1 oo oo b)),
VmTa=g 2 <k+k—1+ n( k>)

k=n+1
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(9) (a) Montrer qu’il existe une suite (£, )ren+ tendant vers 0 et telle que, pour tout
n € N*,
1 1 N 1 N 1 n £l
k-1 k kB
(b) A laide d’un développement limité a Pordre 3, montrer I’équivalence, pour k
tendant vers +o0 :
oL (1 1) !
-+ — n(l——)~—.
ko k—1 k 3k3
(10) En utilisant les résultats précédents, en déduire 'existence d'une suite (€]/),en+
tendant vers 0 et telle que, pour tout n € N*,

1 1 er
H,=~+1 — .
Yt - ps Tt

(d’apres BCE (filiere BL) 2010)

Le nombre v ~ 0,577 est appelé constante d’Euler-Mascheroni. C’est, avec 7 et e,
['une des constantes les plus importantes en mathématiques, particulierement dans le
domaine de la théorie des nombres. Pourtant, a [’heure actuelle, nul n’est capable de
dire si vy est un nombre rationnel (une fraction d’entiers) ou non.

Quae feries, cum fint conuergeutes, fi proxime fum-
mentur prodibif 1-4- 41 ~- -3 rg(z+1)+o,577218
Si fumma dicatur s, forct, vt fupra fecimus, d.r.._H_I
ideoque s=7(i-4- 1)-=C. Huius igitur quantitatis con=
ftantis ¢ valorem deteximus, quippe eft C=—o0,5497218.

L. EULER, De Progressionibus harmonicis observationes (1734)



