TSI2  Mathématiques — Devoir en temps limité n°3 — Corrigé  2020-21

EXERCICE 1

oo At
o[ = / m La fonction ¢t — (1+71)\/5 est définie, continue et positive
0
sur |0; +ool; il y a impropretés en 0 et en +o0.
Pour t — 0, 1+t ~ 1 donc (Hii)\/f ~ % Or fol % est convergente car

1 L ;. .
5 < 1 donc fo Vi est convergente par théoréme de comparaison.

Pour t — +o00, 1 +¢ ~ t donc di

m ~ % Or f1+oo 7./ est convergente

3 +o0 dt PP .
(car 5 > 1) donc [ e est convergente par théoreme de comparaison.

tee At
Bilan : / (7 est convergente.
0

1+6)VE

+o0
o [r = / 71+ %e_t dt. La fonction ¢t — /1 + %e‘t est continue et positive
0

sur ]0; +ool; il y a impropretés en 0 et en +o0.

Pourt—>0,1+%w%ete—t_>1donc\/@e—t,v%.or Ol%est

convergente donc fol \/1+ %e*t dt est convergente, par théoréeme de compa-
raison.
Pour t = +00, 14+ 1 — 1 donc /1 + te7" ~ e Or 1+°° e~ ! dt converge,

t
donc f1+°° \/1+ e~ " dt converge.
“+oo
Bilan : / A/ 1+ %e*t dt est convergente.
0
dt

+
o I3 :/ 1 La fonction ¢ — —1 est continue et positive sur ]0;+ool.
0 _

Les impropretés sont en 0 et en +o0.

Pour t — 0, €' =1+t +o(t) donc €’ — 1 ~ t. Ainsi, *5 ~ 1. Or 01 4t est
divergente, donc fol % est divergente par théoréme de comparaison.

Pour t — +o00, on peut montrer que 'intégrale converge (et—l_1 ~ e~ ) mais

c’est superflu puisqu’il y a divergence en au moins une des impropretés.

“+o0
Bilan : / n est divergente.
0 et —1

ExXERCICE 11

(1) (a) Une famille génératrice de I'image de f est donnée par les vecteurs colonnes
de A. Les colonnes C; et C3 sont identiques donc il est inutile de répéter le
vecteur correspondant (uz) ; on obtient donc Im f = Vect(ug, u1 +ug +u3).

Il est manifeste que la famille (ug,u; + ug + us) est libre, il s’agit donc
d’une base de Im f.

On vient de montrer que f est de rang 2. D’apres le théoréme du rang,
on en déduit que dim(ker f) = 1. Or, les colonnes C; et C3 de A étant
identiques, on en déduit que f(u1) = f(us), autrement dit u; — uz € ker f.
La famille constituée de I'unique vecteur u; — us est une famille libre (car
u; —ug # 0) de ker f qui est de dimension 1 : ¢’est donc une base de ker f.

(b) Pour tout A € R,

A -1 0
xa(A)=|-1 -1 —1/\‘
0 -1 A

= AN = A =1) = A= AN = A =2) = XA =2)(A+1).

A—-1 -1 " -1 0
-1 A

(c) Les valeurs propres de A sont les racines de x 4. On en déduit que A; = —1,
/\2 =0et /\3 = 2.

(d) Tl s’agit de résoudre successivement les systémes AX = X\ X pour i €
{1;2;3}.
e )\ =—1:Soit X = (g) € R3. Alors

y=-z T =y
AX = -X THY+z=—y < —y =
y=—z z=-y

Ainsi v1 = u; — ug + us convient.
e )\ =0 : d’apres la question (1)(a), v2 = u; — us convient.
e \3 = 2. Soit X = (é) € R3. Alors

y =2z Yy =2z
AX =2X — THyYy+z=2y < Adr=4T
y =2z z=ux

Ainsi, v3 = u1 + 2us + uz convient.

(e) Sion note E;, Fy et E3 les sous-espaces propres de f associés respective-
ment aux valeurs propres A1, As et As, on sait que la somme E; + F5 + E3
est directe. Comme v; € Ey, vo € E5 et vg € E3, on en déduit que la
famille (v, ve, v3) est libre. C’est une famille de trois vecteurs de E qui est
de dimension 3; il s’agit donc d’une base de F.



(2) (a) D’apres la question (1)(d), on peut prendre (5) (a) Pour tout n € N*,

1 1 1 1 0 0 1 2 An41\ [ Gn+1 + 2a,, )
P = —1 0 2 et D = 0 0 0 1 O ap B an+1 - an+1 )
1 -1 1 0 0 2
(b) On procéde par la méthode du pivot - (b) Recherchons les valeurs propres de B. La matrice B est de trace 1 et de
' déterminant —2, on en déduit que ses valeurs propres sont 2 et —1. La
1 1 111 0 0 11 171 00 matrice B est de taille 2 et admet deux valeurs propres distinctes : elle est
(P|Is)=|-1 0 2|0 1 LT - 0 1 3,1 10 diagonalisable.
2 1 2
1 -1 1|0 0 La«Lg— 0 -2 0|-1 0 1 Pour tous z,y € R,
1 1 1]1 0 0 1 1 1|1 0 O 1 9 oy — 9
TP KU B B U 01 3[1 1 0 (1 0)<x>=2(x><:>{$+y2x = z=2y;
<+ =
332006121“’*“001%%% y y x =2y
1 101
1113100 L 00y =3 5 (1 2>(x>___<x> ¢:>{ TR B
Lo«La—3Ls 0 10 2 (1) 2 IneLi—Lo—Ls 0 10 2 ? 2 1 0/ \y y T=—y '
00 1|z = = o0 1/ 1 1
6 3 © 6 3 6 .. 1
On peut donc écrire B = QAQ ™+, avec
2 -2 2
Ainsi, P71 =113 0 -3 o=(%2 1 & a=(%2 VY
1 2 1 1 1 0o —-1/°
1 11 1 3 1 1 1
(3) A2=1(1 3 1|,43=(3 5 3 (¢) Par la méthode du pivot ou par calcul direct, on trouve Q% = % (1 2).
1 1 1 1 3 1
d) P tout n € N*,
(4) Vu lexpression de A, la formule est vraie pour n = 1 a condition que a; =0 (d) Pour tout n
et as = az3 = 1. 2 -1 2mn 0 1 1
B" = OA™ 1_ 1
G a v =1 (1 V) (5 () (4 2)
Soit maintenant n € N*. On suppose qu’on peut écrire A™ = | apt1 apt2  ani1 |- 1 (2’”rl (—1)n+1> ( 1 1)
Qp, Qp, Qp, =3 n n
Alors " T\ 2 (=1) -2
n+1 _1\n n+1 _1\n+1
an Ap+41 an 0 1 O An 41 An 41 + 2an An 41 = L (2n * ( T}J)rl 2 n + 2( l)n )
An+1 =A"x A= Ap4+1  Qp+2  Aptq 1 1 1= Ap42 Gpy2 + 2an+1 Ap4-2 2" + (71) 2"+ 2(71)
Gnp Gp41 Gnp 010 Ap41 Ap41 + 2an Ap41

(6) (a) On procede par récurrence sur n : ¢’est tautologique pour n = 1.
On est bien sous la forme souhaitée a condition d’avoir a,+2 = ant+1 + 2a,, et

. * Ap+1 _ pn—1 az
A3 = Anio + 2ani1. Soit n € N*, on suppose que < > =B (01)' Alors

n
Bilan : la matrice A™ est sous la forme souhaitée pour tout n € N*. La suite

(an)nen+ est définie par B" <a2> — Bx B! <a2> _B <an+1) _ <an+1 +2an) _ (an+2)
a a an Ant1 ant1)
{ a1 =0;a=1; a3 =1

Vn e N* apyo = apy1 + 2a, La formule souhaitée est donc vraie pour tout n € N*.



(b) On utilise la formule trouvée en (5)(d) pour B"~! et les valeurs de a; et
ay établies a la question (4) : pour tout n € N*,

() =4 G e 250 0) 6)

donc, en regardant uniquement la deuxiéme ligne,

2n—1 1"
o, = 2 )"
3
Vérification : on retrouve bien a; = 0, ao = 1 et a3 = 1. On trouve

également ay = 3 et a5 = 5, ce qui correspond aux calculs de A% et A3
effectués a la question (3).

PROBLEME

Partie A.
(1) Soit k € N*. Pour tout ¢ € [k; k + 1], % < 1 < 1 donc, par croissance de

I’intégrale,
kL gy kL gy k+1 gt
< —< =,
fowms) vefF

autrement dit =5 < In(k+1) —In(k) < 4.

(2) (a) Soit n € N*. En sommant 'inégalité de droite de la question précédente
pour k allant de 1 & n, on obtient une minoration de H,, par une somme
télescopique :

H, = % > i (In(k+1) —In(k)) =In(n + 1) — In(1) = In(n + 1),

or In(n+1) — +oo donc, par comparaison, H,, — +o0.
n—-+oo n—-+oo

(b) On reprend le raisonnement de la question précédente, mais en sommant
uniquement de k a 0 jusqu'a n — 1 : on en déduit H,_1 > In(n) (avec la
convention Hy = 0). En ajoutant % aux deux membres, on trouve donc
H, >In(n) + *.

Par ailleurs, si on s’intéresse plutot a 'inégalité de gauche de la question
(1) et qu’on somme celle-ci pour k allant de 1 & n — 1, on obtient

n—1 n—1 n
1 1
k=1 k=1 k=2

d’oti, en ajoutant 1 aux deux membres, la majoration demandée.

(¢) On divise I'encadrement de la question précédente par In(n), qui est stric-

tement positif des que n > 2 :
1 Ha I

Inn

nlnn = lnn
Les membres de gauche et de droite convergent vers 1 lorsque n tend vers
+o00. Par théoréeme d’encadrement, on en déduit que ln(n) tend vers 1,

autrement dit que H,, ~ In(n).

(3) (a) Pour tout n € N*,
1
—In(n+1) +1n(n) = e In(n+1) +1In(n) <0
d’apres le membre de gauche de 'encadrement de la question 1. On en
déduit que la suite (uy,)nen+ est décroissante.
(b) D’apres la question (2)(b), pour tout n € N*, 0 < 1 < H, —In(n) < 1. La
suite (uy,)nen+ est ainsi décroissante et minorée, elle converge donc vers un

Unp4+1 — Up = Hn+1 -

réel v d’apres le théoréme de la limite monotone. Mais comme w,, € [0;1]
pour tout n € N*, on en déduit par passage a la limite dans les inégalités
que v € [0;1].

(4) (a) La fonction f étant de classe C?, la fonction f” est continue sur R . Par
ailleurs, la fonction ¢ — ¢t — k — % est de classe C*° sur R} . Par double
intégration par parties, on a donc

k+1 —
J,C:I/+ (t—k— 31"ty
2 Jk ——
R L k+1 ~=
- SRAOIN _§/k 2(t— k- 3) f(t)dt

31t
_ it (k+1; if'(k) [(t—k— é)f(t)KHJr/:Hf(t)dt

/ . k+1
RYLCED) f(k')_;f(k—s-l)—;f(k)ﬁ-/k F(@)at,

ce qui est bien le résultat attendu.

(b) On somme 1'égalité précédente pour k de 1 an—1:

n—1 n—1 n—-1
S 5= - ) -2 S (e + 1)
k=1 k=1 k=1
n—1 ik+1
+ 2:: / F(8) dt.



(d)

La premiére somme est télescopique : elle vaut f'(n) — f/(1).
Dans la deuxiéme somme, chacun des termes f(k) est compté deux fois,
sauf f(1) et f(n) qui ne sont comptés qu'une fois :

—f(1) = f(n) + 2325, f ().

la. somme vaut donc

Enfin, d’apres la relation de Chasles, la derniére somme est égale a fln f(t)de.

On en déduit

n—1
> = -+ LI [ g
k=1

ce qui est bien la formule recherchée.

Pour tout t >0, f’(t) = Z. Par ailleurs, pour tout ¢ € [k;k + 1], —3 <
t—k—z < 5 donc 0 < (t—k— %)2 < %. Ainsi, par croissance de I'intégrale

(et en multlphant par 3),

1 k+1 9 1 k+11 )
0< = t—k—H7f"t) < = — .t

k‘+1 dt

autrement dit 0 < Jj, < TEt

D’apres le membre de gauche de la question précédente, la série > Ji est
a termes positifs. De plus, pour tout & € N*|

J</’““dt_ RN R SR SR
P e oa T s, 8k 8(k+1)2 T8k

Or Y~ 4f= est convergente (c’est une série de Riemann d’exposant 2 > 1),
donc par théoréme de comparaison des séries a termes positifs, > Jj est
convergente L

Soient n < N € N*. En sommant ’encadrement de la question (a) pour k
allant de n & N — 1, on trouve

N N N
dt 1 1 1 1
= k; F —/n 43 { 8k2L 8n?  8NZ ~ 8n?
Ceci étant vrai pour tout N > n, en faisant tendre N vers 400, on en

déduit par passage a la limite que 0 < 372 J, < -

On reprend la formule de la question (4)(b), pour la fonction f: ¢+ + :

+1 / Zka

Lt

"1
;E 2

1. on pouvait aussi raisonner plus rapidement a l’aide du théoréme de comparaison série-intégrale

autrement dit

1 1 1
(0) Ho=5+5-—g5+g +lnn—2Jk,
donc
5 1 1
ijzg—F?—ﬁ—Fhln H —+> g—’y,
n——+0oo
ot NI ?:’
—0
autrement dit E 1Jk = g — 7. On peut donc écrire, pour tout n € N*,
S S O
k=1 k=n k=n

En injectant cette expression dans (x), on en déduit

1

1
H, lnn—’y—% 8?+Z'Jk'
k=n

Mais, d’apres la question (5)(c),
“+oo
1 1 1 1
. < Jo< —— 4 —— =0,
8n2 — 8n? +]§L M= 8n? Jr8n2

En posant En =" Z+°° 81 , on peut donc écrire H,, = In n+fy+ﬁ+%

avec —g~ < £, < 0 qui converge donc vers 0 par encadrement.

Partie B.

(6) (a)

a, ~ b, donc le quotient Z—Z converge vers 1. Autrement dit, 7= — 1 tend
vers 0. Pour tout € > 0, il existe donc ng € N tel que, pour tout n > ng,
o — 1| < e. En multipliant des deux cotés par b,
posmf) on obtient le résultat recherché.

(qui est strictement

La série Y a, est convergente par hypothese. Par théoréme de comparaison,
la série > b, est également convergente. D’apreés la question précédente, on
en déduit que la série > (ay,
convergente et, d’apres 'inégalité triangulaire,

—by,,) est absolument convergente ; elle est donc

—+oo —+oo
D ak = k)| <D lax — byl
k=0 k=0

En considérant uniquement les n-émes restes, on a

+oo +oo
Doo(an=b)|[ < > ar —bil,
k=n-+1 k=n-+1




mais n > ng donc, pour tout k > n, |ax — bg| < eby, d'ont

+oo +oo
Z (ak - bk) S 9 Z bk.
k=n+1 k=n+1

On obtient I'inégalité souhaitée en séparant la premiére somme en deux (ce
qui est licite car les séries Y ay, et > b, sont convergentes donc leurs restes
existent).

(¢) On divise le résultat de la question précédente par Zg;x;H_l b >0 :

+
Dok 03L+1 ak

Zk: n+1

Si on récapitule les résultats depuis la question (a) : on a montré que, pour

—1 <e

tout € > 0, il existe ng € N tel que, pour tout n > ng, 'inégalité ci-
dessus soit vraie. Ceci est la définition méme de la convergence du quotient
de 02 41 DAr Sie +1bn vers 1, autrement dit du fait que ces deux
restes soient équivalents.

(7) (a) Soit k > 2. Pour tout t € [k — 1;k], 2=
Iintégrale,

< tia donc, par croissance de

1 /k dt /’c dt
i — < -
ke k—1 k° k—1 t¢

De méme, pour tout t € [k; k + 1] <2

) ta 7= et on en déduit la deuxieme
partie de ’encadrement.

(b) T suffit de sommer I'encadrement précédent pour tout k allant de n+1 & N.
La relation de Chasles permet d’obtenir de chaque c6té de ’encadrement
une unique intégrale avec les bornes souhaitées.

(¢) On calcule les intégrales de la question précédente : —W est une

primitive de 3z sur R} donc I'encadrement se réécrit

1 1 - 1 . ZN: 11 11
a—1\(n+1o1 (N+1)o"t)— ke — a—1\no"t No-l

k=n-+1

et, en faisant tendre N vers 4+oo, comme o — 1 > 0,

1 1 ® 1 1

_1 al— oc— _ a—1
a—1 (n+1) ank a—1 n

On multiplie par (o — 1)n*~1 :

n a—1 +oo 1
(551) se-v 5 e
k=n+1

—1

donc, par théoréme d’encadrement (a —1)n>! Zk v 1w — 1, ce qui

démontre que Zk il 7Ta est équivalent a #1 . W'
Partie C.
(8) (a) D’aprés la question (5)(d), on peut écrire, pour tout n € N*, u,, = v+
% + =, autrement dit x,, = v + =*. La suite (¢, )nen+ convergeant vers

0, on en déduit que z,, converge vers ~.

(b) Soient n < N € N*. On calcule la somme télescopique

N N
E Yk = § (T — Tn—1) = TN — Tp.
k=n-+1 k=n-+1

Pour N tendant vers +oo, le résultat converge donc (d’apres la question
précédente) vers v — x,. On en déduit que la série >y est convergente et
que, pour tout n € N*,

k=n+1
(¢) Pour tout k >n+1,
1 1
=y —apr = Hy — Hyq —In(k) +In(k —1) - — + ———
Yk = Tk — Th—1 k k—1—In(k) + In( ) 2k+2(k—1)
:% —lnkk1

S S N I I I R S
2k 2(k—1) k) 2\k k-1 k)]
On obtient le résultat recherché en injectant cette expression de y; dans le

résultat de la question précédente.
(9) (a) On peut calculer explicitement ], = k3(:15 — 1 — 7z — ) et montrer que le
résultat tend vers 0. Alternativement, on peut effectuer un développement

limité pour k tendant vers +oo :

I N Y CTL Y
k-1 &k 1-1/k &k Rz 0\ k2
~~

—0

1 1 1 1



Autrement dit, il existe une suite €/, qui tend vers 0 telle que, pour tout
k € N7,

S S -
k-1 k k2 k3 k3

(b) Pour k tendant vers +oo, + tend vers 0 donc on peut écrire

m(i- -ttt /1
k)T k2% 3k )

donc, en réutilisant le résultat de la question précédente,

UL EVI Y (L R S R A -
k k-1 1-k) k k kK3

Ainsi, ¢ + 717 +2In(1 - l) ~ %.

(10) Posons, pour tout k > 2, z, = + + 27 +2In(1—1). On a montré a la question

précédente que zj ~ W' En particulier, on a donc z; > 0 & partir d’un certain
rang. De plus, > ﬁ est convergente. Les hypotheses du lemme démontré dans
la question (6) sont vérifiées, et on en déduit donc que, pour n tendant vers
+00,

“+o0 +oo 1
3k3
k=n-+1 k=n-+1

Par ailleurs, d’aprés la question (7), Zk ntl donc, par transitivité

2n2

1 O
k3
Qi et on peut donc écrire

de la relation d’équivalence, Y ;> IR

+f l-l-L—G—an 1—l —L—FO !
k k-1 k "~ 6n2 n?
k=n-+1

D’apres la question (8)(c), on peut donc écrire, pour n tendant vers +oo,

1 1
VI = g TO\ 2

En injectant & la définition du terme x,, = H, —In(n) — 5=, on obtient donc

2n’
1 1 1
H,=Ihn+~vy+— — =0<),

2n  12n2 n?

ce qui est le résultat recherché.



