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Mathématiques — Corrigé du concours blanc n°l 2020-21

EXERCICE I. SUITE D’ INTEGRALES ET FONCTION GENERATRICE

Partie A. Etude de la suite (Un)neN-

(1)

(2)

3)

m/2 /2 )
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Soit n € N. Pour tout ¢t € [-5; 7], 0 < cost < 1, donc 0 < cos™t < 1, puis 0 < cos"tl ¢ < cos™t.
Comme —3 < 7, on en déduit, par croissance de I'intégrale, que 0 < uy41 < up. Ceci étant vrai
pour tout n € N, on en déduit que la suite (u,)nen est décroissante et positive.

Soit n € N*. La fonction ¢ — cos™ ¢ est de classe C! et la fonction t — cos¢ continue sur [—%; ],
donc par intégration par parties,

/2 w/2
~ =
Upy1 = / costcos" t dt = [sintcos” t] /2 +n/ sin?t cos™ 'tdt = nu,_q — NUp11,

—7/2 ha‘ad N— ,—/_Tr/2 —m/2

=0 car n>1

=1—cos?t

done (n+ 1ty = np_1.

Pour tout n € N, v,41 = (n + 2)up42unt1, mais d’aprés la question précédente, (n + 2)uy40 =
(n + Du, donc vyp1 = (n 4+ Dupune1 = v, La suite (v,)nen est donc constante, égale &
Vo = 1U1UO = 2.

Pour tout n € N, v, = (n 4+ Dupr1u, = 27. Mais, la suite (u,)nen étant décroissante et les
nombres (n + 1), u,, et u,41 positifs, on a
(7’L + 1)un+1un+1 < (’I’Z + 1>unun+1 < (n + 1)unun;
autrement dit (n + 1)u2 ; <27 < (n+ 1)ud.
Soit m > 1. On reprend l'inégalité de droite de la question précédente : 27 < (n + 1)u2 donc

2m

Up > e

On reprend maintenant 'inégalité de gauche, mais appliquée a n — 1 (ce qui est licite car n —1

est bien positif ou nul) : nu2 < 27, donc u, < \/27“. On a donc

2 2
\/ Sup S/ —.
n+1"— n

On calcule la limite du rapport u,,/5-. D’aprés 'encadrement de la question précédente, pour

tout n > 1,
L LS
u — .
n+1~ "Vor—

Le membre de gauche et le membre de droite convergent vers 1 lorsque n tend vers l'infini. Par
théoréeme d’encadrement, on en déduit que u,./5- converge également vers 1. Autrement dit,

27
Up ~ )55

Partie B. Série entiére.

(®)

. . L o v -

D’apres la question précédente, u 2 or 2m gt divergente car c'est une série de
n n

Riemann d’exposant % < 1. D’apres le théoreme de comparaison des séries a termes positifs, on

en déduit que Y u,, diverge.



(9) Remarquons que le fait que > u, = > u,1™ diverge prouve que R < 1.
L’équivalent de la suite (un)nen obtenu & la question (7) prouve que la suite ne s’annule pas
a partir d’un certain rang. On peut donc appliquer le critéere de d’Alembert : pour tout = # 0,

un+1xn+1

Upx™

2
|x|un+1 ™

]

~ —_— —
Uy n—rtoo 2r(n+ 1) n—oto0

|z

D’aprés le critere de d’Alembert, la série > u,z™ est grossiérement divergente si |z| > 1 et
absolument convergente si |z| < 1 : on en déduit que R = 1.

(10) Soient n € N* et x € |—1;1[. Alors

n—1 m/2 n—1
Z upz® Z /M2 cosP tdt = /W/2 (Z(m cos t)k> dt,

k=0
par linéarité de 1’1ntegrale. On reconnait la somme des termes d’une suite géométrique de raison
x cost différente de 1 (car |x| < 1 et |cost| < 1), on a donc

S( )k 1—2x"cos™t
zcost)’ = ———
prs 1—xzcost ’

n—1 9 9 9
St = [ty [ A [Ty
pan n/2 L —xcost _aj2 L —xcost a2 L=z cost

(11) On reprend I’égalité établie & la question précédente et on fait tendre n vers l'infini. Le terme de

k

gauche converge vers E;ﬁ% upx” car x| < 1 et la série entiere est de rayon 1.

Pour le terme de droite, on voit que ™ — 0. Il reste & voir que la suite des intégrales
/2 cos™ t
—m/2 1—xcost

zcost| > |1| — |xcost] > 1 — |z| > 0, donc

/ cos™ t /“/ 2 /“/ 2 dt ™
dt| < < = .
—njo L —zcost —n/2 P et I et
On en déduit que la quantité =™ f ~/ 22 1C(;SCO'; ; dt converge vers 0 lorsque n tend vers 'infini,
ce qui établit bien la formule demandée, par unicité de la limite.

dt est bornée. On sait que, pour tout t € [—~F; F], [cos™t| < 1. Par ailleurs, |1 —

cos™t

1 —xcost

(12) D’apres la question précédente, pour tout z € |—1; 1],
/2 dt

S(x) = / _

_x/2 L —xcost

On effectue le changement de variables u = tan 5 suggéré dans ’énoncé, licite car u est de classe
2

Ct sur [-3; 5] On a du = (1 + u?)dt donc dt = 211“2 Par ailleurs, on sait que cost = %
Enfin, u(£%) = tan(£%) = il Par théoreme de changement de variables, on a donc
T2t 1 g du 1 2d 1 2
—xj2 1 —xcost 11— gg1+u2 14w —2(l—u?) Ll-2)+(1+2)u
(13) Soit x € |—1;1[. Il s’agit de calculer l'intégrale établie & la question précédente On va utiliser un

changement de variables pour se ramener a une intégrale de la forme f T t2 Pour cela, on écrit

5()—/1 2du 2 /1 du 2 /1 du
R AP Gy Ry G ey v Ry gy N R 0 S el A N (AT

1+x
1—z

avec a = . On pose alors t = au (dt = adu) et, par changement de variables,

2 ¢ de 2 a
S(x) = o0 [a 72~ al ) [arctant]|”

2




Remarquons que, la fonction arctangente étant impaire, le crochet peut se réécrire 2 arctan(a).
Par ailleurs, a(1 — z) = /32£(1 —2) = /(1 + z)(1 — 2) = V1 — 22 Au final, on obtient donc

1+=x
arctan
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EXERCICE II. ETUDE D’'UNE COURBE

Partie A. Deux fonctions.

(1)

2)
3)

Les fonctions f et g sont bien définies tant que leur dénominateur ne s’annule pas, autrement dit
sur R\ {£1}.

F(VB) = 125 = =5 et g(V3) = 22 = —3V3.

On remarque que les domaines de définition de f et g sont symétriques par rapport a l’origine.
De plus, pour tout ¢t # +1,

—4)? 2
{ f(_t) = 15(?@2 = 13752 = f(t)
N o) R
g(_t> — 1—(—t% T 1-z — _g(t)

On en déduit que la fonction f est paire et la fonction g impaire. Le point M(—t) est donc de

méme abscisse, mais d’ordonnée opposée, au point M (t); il s’agit donc de son symétrique par
rapport a 'axe (Ox).

Pour ¢ tendant vers +o0, f(t) ~ _t—22 =—1let g(t) ~ _t—; = —t. On en déduit que f tend vers —1

t
et g vers —oo

Pour t tendant vers 1, le dénominateur 1 — 2 tend vers 07 si ¢t < 1 et 0~ si t > 1, tandis que les
deux numérateurs t2 et t3 tendent vers 1; on en déduit les quatre limites :

li t) = ;o i t) =—o0; i t) = ;i t) = —o0.
A f8) = oo lim flf)=—coi [l glé) = +oos  lim, g(f) = —oo

Par composition, les fonctions f et g sont dérivables sur [0; 1] et sur |1; +oo[. Pour tout ¢ # 1, on

a
2t(1—t2)—t2(—2t 2

{ f/(t) = 2( (1;)t2)2§ ) — (1_:2)2 , ,

_3tP(1=t?)—t?(=2t) _ 32_¢* _ t?(3—t%)

g/(t) - (17752)2 - (1t7t2t)2 - (17152)2

Pour dresser les tableaux de variations, il s’agit d’étudier le signe des dérivées [’ et ¢’. On voit que
1/ est positive sur [0; 1[U]1; 400 et s’annule en ¢ = 0; de son coté, ¢’ est positive sur [0; l[U] 1; \/?q,
puis négative sur [\/g, +oo[, avec annulation en 0 et en v/3. On en déduit le tableau :

t |o 1 V3 +00
JHOREY + I + +
"(t) 1 0 + I + 0 -

t) o/t e S =32 A
) 0 / oo || —00 /‘ _3\/3/2 \1 —00

Partie B. Tangente & l’origine et au point M (1/3).

(®)
9)

= =14u+o(u).
Si t — 0, alors t2 — 0 donc on peut écrire, d’aprés la formule précédente, ﬁ =1+t +o(t?).
En multipliant par les numérateurs respectifs, on obtient
f@) =21+ 2 +o(t?) = t* + o(t?)
gt) =t3(1+ 2 +o(t?)) = t3 + o(t?)
3



(10) D’apres la formule de Taylor-Young & I'ordre 3 (car les fonctions f et g sont de classe C3 au
voisinage de 0, par composition) on peut écrire

{ F(@) = J(0) +t£'(0) + 5 £7(0) + 5 f(0) + o(t?)
9(t) = 9(0) + tg/(0) + 5.9"(0) + 59" (0) + o(t*)

Par unicité du développement limité, on peut identifier ces formules avec celles de la question
2

précédente. En particulier, en identifiant les termes de degré 2 : %f”(O) = t2 donc f"(0) = 2 et

%g”(O) = 0 donc ¢”(0) = 0.

(11) On a M(0) = (0,0) donc un vecteur tangent a la courbe en l'origine du repeére est donné par le
premier vecteur dérivé non nul de (f,g) en ¢ = 0. D’apres les questions précédentes, il s’agit du

vecteur dérivé d’ordre 2 et il vaut (g) Un vecteur tangent a C en l'origine est donc ((1])

(12) On a ¢/(v/3) = 0 mais f/(v/3) # 0, donc la courbe admet en M (1/3) une tangente horizontale.
Un vecteur tangent est donc ((1))
Partie C. Asymptotes.

(13) On en déduit que la courbe C admet une asymptote verticale d’équation = —1 au voisinage de
t = 4-o00.

[
-1

On note que f(t) < 1 et g(t) - —oo donc
la courbe reste a gauche de ’asymptote et se

1
1
1
1
:
: dirige vers le bas.
1
1
1
U
U

(14) Par définition, N(t) est le point de D d’abscisse f(t). Une équation cartésienne de D étant

y ==z — %, onadonc yne = f(t) — 3

(15) On remarque que ¢ = 1 est racine : on peut donc écrire P(t) = —2t% +t+ 1= —2(t — 1)(t + 1).
(16) Pour tout ¢ # 1,

t3—t2+1_ t2(t—1) +1_—t2+1
1—t2 2 (1-t)(1+t) 2 1+t 2

8(t) =

En réduisant au méme dénominateur, on obtient

=224+ (141t P(b)
ot) = 201 +t)  2(1+1t)

(17) Pour tout ¢ au voisinage de 1, le dénominateur 1 + ¢ est positif. Pour ce qui est du signe du
numérateur P(t), on utilise la factorisation de la question (14) :

t 1
-2 | - — L1 , .
P n On en déduit qu’au voisinage de 1, (t)
2 est positif si t < 1 et négatif si ¢t > 1.
t—-1) - 0 +
Pit) |+ 0 —
(18) D’apres la question (14), g(t) —yn) = 6(t) = 251&75)' Lorsque t — 1, 14+t — 2 et P(¢t) — 0 donc

0(t) = 0. On en déduit que la droite D est une asymptote oblique de la courbe C au voisinage de
t=1.



Pour t — 17, f(t) et g(t) tendent vers +oo

donc la courbe se dirige vers le haut a droite;

on a §(t) > 0 donc la courbe est au-dessus de

son asymptote.

Pour t — 17, f(t) et g(t) tendent vers —oo

, donc la courbe se dirige vers le bas a gauche;
on a §(t) < 0 donc la courbe est en-dessous de

y son asymptote.

Partie D. Tracé de la courbe.

(19) et (20)
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ExERcCICE III. FONCTION GAMMA

“+oo
(1) (1) = / e~ " dt. La fonction t — e~* est continue sur R, on a une impropreté en +oco. Pour

0
tout A > 0,

A
/ e*tdt:[fe*t]gl:lfe*f‘ — 1,
0 A—+oo

donc l'intégrale I'(1) converge et vaut 1.



+oo —t
(2) T(0) = /0 - dt. La fonction t — % est continue et positive sur R, il y a impropretés en 0

et

- dt diverge par théoreme

. . 1 . 1
+, mais on sait que [ ¢ diverge donc [,
de comparaison. Ainsi, I'(0) est une intégrale divergente.

+oo

(3) Soit z > 0. I'(z) = / t*~te~tdt. La fonction ¢ — t*~le~t est continue et positive sur R7, il

etJroo.PourtHO,ET_tw1 dt

y a impropretés en Ooet en +0oo.

Pour t — 0, et = 1 donc t*~te~t, or fol t*~1 dt est convergente car x — 1 > —1. Par théoréme
de comparaison, on en déduit que fol t*~le~t dt est convergente.
tx+t1267t, or t*tle~t tend vers 0 par croissance com-

parée, donc t*~te~! = o(7%). On sait que f1+°° % est convergente (car 2 > 1), donc f1+oo tr—le—t

Pour t — 400, on peut écrire t* le~t =

est convergente par théoréme de comparaison.
Ainsi, Uintégrale T'(x) est convergente.
(4) (a) La fonction t +— t" est de classe C! et la fonction ¢ — e~* continue sur [0; A]. Par intégration
par parties,

A o~ A A A
t" et dt = [ — t”e_t] — nt" 1 (—e_t) dt = A"e 4 +n " letde,
0 ~—~ 0 0 0

car n > 0 donc le facteur ¢t s’annule pour ¢t = 0.

(b) On fait tendre A vers +o0o dans ’égalité précédente. Le membre de gauche converge vers
I'(n + 1) car lintégrale est convergente (d’aprés la question (3), car n + 1 > 0). Le terme
Ame~4 tend vers 0 par croissance comparée, et l'intégrale de droite converge vers I'(n) car elle
est également convergente (d’apres la question (3), car n > 0). Ainsi, par unicité de la limite,
onal'(n+1)=nl(n).

(5) Montrons par récurrence que I'(n) = (n — 1)! pour tout n € N*.
Pour n = 1, on a montré a la question (1) que I'(1) =1 =0
Soit n € N*. On suppose que I'(n) = (n — 1)!. Alors, d’apreés la question (4), I'(n + 1) =
nl'(n) =n(n —1)! =nl

Ainsi, par principe de récurrence, on a I'(n) = (n — 1)! pour tout n € N*.



