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Mathématiques — Devoir surveillé n°5 — Corrigé 2020-21

EXERCICE 1

A Tinstant initial, les deux ampoules sont allumées, autrement dit X, = 2 avec probabilité 1 (loi
certaine). On a donc E(Xy) =2 et V(Xy) = 0.

Si X,, = 2, cela signifie que les deux ampoules sont allumées a I'instant n. Pour avoir X,,;1 = 2, il
faut qu’elles restent allumées. Chacune reste allumée avec probabilité %, et les deux ampoules sont

indépendantes, donc la probabilité qu’elles restent allumées est Px, (X, 11 =2) = % X % = i.

Au contraire, pour avoir X, 41 = 1, il faut qu’exactement une ampoule grille, c’est-a-dire qu'une
grille tandis que l'autre reste allumée. Comme les ampoules sont indépendantes, la probabilité
que la premiere grille tandis que la deuxieme reste allumée est % X % = i; de méme pour la
probabilité que la deuxiéme grille tandis que la premiere reste allumée. Au final, Px, —o(X, 41 =
D=t+i=ti
OnaPix, ) (Xny1 =0) = 1, Px,=1)(Xnt1=2) =0, P, o) (Xny1 = 1) = 3, Px, =) (Xny1 =
0) =3, Plx,=0)(Xn41 =2) =0, P(x,—0) (X1 = 1) = 0 et P(x, —0)(Xpy1 =0) = 1.

Les événements X,, =0, X,, =1 et X,, = 2 forment un systéme complet d’événements. D’apres
la formule des probabilités totales, on a donc

P(Xn+1 = ].) = P(anO)(X'n,+1 = ].)P(Xn = 0) + P(Xn=1) (Xn+1 = ].)P(Xn = ].)
+ P(anz) (Xn+1 = 1)P(Xn = 2)

= %P(Xn =1)+ %P(Xn = 9).

De méme, P(X, 11 = 2) = 1P(X,, = 2) et P(X,,11 = 0) = P(X,, = 0) + ;P(X, = 1) +
iP(X,, = 2), autrement dit

P(X, .1 =0) 1 1/2 1/4\ [P(X, =0)
P(X,.1=1)]=[0 1/2 12| |P(X,=1)
P(X, .1 =2) 0 0 1/4) \P(X,=2)

(5) (a) Par définition, E(X,)=0-P(X, =0)+1-P(X, =1)+2-P(X, =2)=(0 1 2)-U,.

(¢) Par récurrence immédiate, pour tout n € N, E(X,,) = £ E(Xy) = 5

(b)

1 1/2 1/4
LiA=(0 1 2)(0o 1/2 1/2|=(0 % 1)=<L,
0 0 1/4

On a donc, pour tout n € N,

1 1
E(Xn1) = LiUnsr = LiAU, = 511U, = 5E(X,).

on on—1-*

(6) (a) D’apres la formule de transfert, E(X2) = 0> -P(X,, =0) + 12 - P(X,, = 1) + 2?P(X,, = 2) =

(b)

LyU,.
1 1/2 1/4
LyA=(0 1 4)|0 1/2 1/2|=(0 5 3)
0 0 1/4
On a donc, pour tous a, 8 € R,
0=0-a+0-3 X
LyA=aly+ Ly < sj=a+p = a=p=".
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(¢) Pour tout n € N, on a donc
E(Xnt+1)? = LUyt = Lo AU, = 1L,U, + 1L,U, = 1E(X,) + 1E(X2),
or d’aprés la question (5) E(X,) = 5t donc 1E(X,) = ;55— = 547, ce qui montre le
résultat souhaité.

(d) Pour tout n € N, uy41 = 5. Par ailleurs,
1 1 1_1 1 2 1
AUn * 5arT = 3T T gnrT = T = om0
On a donc bien u,41 = %un + 271%

(e) Soit n € N. Alors, d’apres les questions précédentes,
Un+1 = E(X72L+1) — Un+1 = %E(Xi) + zn% - (%un + ﬁ)
=1E(X}) — tu, = tv,.
La suite (v, )nen est donc géométrique de raison %.
(f) On a donc, pour tout n € N, v, = ﬁvo = ﬁ(E(Xg) — 2%1) = %(4 —-2) = 2%%1 On en
déduit que E(X2) = v, + u, = 22”%1 + b = 128

on—1 22n—1

(7) D’apres la formule de Konig-Huygens, pour tout n € N,
1427 1 2" —1

V(X) = E(X?) - E(X)?

~ 92n—1  92n—2  92n—1°
EXERCICE 11

(1) Pour la bilinéarité, la symétrie et la positivité, voir les milliers d’exemples faits en cours et en TD.
Pour le caractére défini, utiliser le théoréme « aux quatre hypotheses » pour dire que P(t) = 0
pour tout ¢t € [0;1]; le polynéme P admet ainsi une infinité de racines, donc il est nul.

(2) (a) On va montrer cette équivalence par double implication :

Si, pour tout P € R4[X], on a (P, Py) = P(0), alors en particulier pour P =1 :
(1, Py) =1(0) =1, et pour P =X : (X, Py) = X(0) = 0.
On suppose (ii). Soit donc P € R1[X] : il existe a,b € R tels que P = aX +b.
Alors, par bilinéarité, (P, Py) = a(X, Py) + b(1, Py) = a x 0+ b x 1 = b. Mais par ailleurs
P(0) =ax0+4+b="5. On a donc bien (P, Py) = P(0).
(b) Par définition,

1
<1,P0> = <1,a0X+b0> :/0 1x (a0t+b0) dt = %J + bo;

1
<X,P0> = <X,aoX+b0> = /O t X (a0t+bo)dt = %’0 + %
(¢) D’apres la question (a), on a (i) <= (ii), mais d’apres la question (b), (i1) <= (ii’), on a
donc bien (i) < (ii).
(d) On résout le systeme (i3') :
1
5&04—()0:1 — apg = —6
{zl,)a()‘i’%boo b0:4
D’apreés les questions précédentes, 'unique polynéme Py € R4[X] vérifiant la propriété (i) est
donc Py = —6X + 4.
(3) (a) ||P1]|> = (P, Py) = [, 12d¢t = 1; on a donc bien ||Py[| = 1.
(b) On applique le procédé de Gram-Schmidt & la base canonique (P, = 1, X) de R;[X]. Comme
|IP1]| = 1, il suffit de transformer le polyndme X. On cherche A € R tel que (X — A, P;) =0;
il suffit de prendre A = (X, P;) = fol tdt = . On calcule alors || X — 1|2 = fol (t—3)2dt = 5.
On prend donc P, = v12(X — 3) = V3(2X — 1).
(¢) On va montrer I’égalité entre ’ensemble S et 'ensemble des polynomes de la forme cos 0P +
sin 62, par double inclusion.



Soit 8 € R, on pose P = cosOP; + sinP,. Alors, comme (P;, P;) est une base ortho-
normée, || P||?> = cos? @ +sin?f = 1 donc P € S.

Soit maintenant P € S. On décompose P dans la base (Py, P,) : il existe donc A\, u € R
tels que S = APy + uPp. Comme (Py, P2) est orthonormée, on a ||[P||? = \? + u?, et
comme P € S, A2 + p? = 1. En particulier, A2 < 1 donc A € [~1;1] : on peut poser
6 = arccos A € [0; ).

Alors, si >0, p=+v1—X2 =+/1—cos26 = sinf. On a donc bien écrit P = cosfP; +
sin @ P, pour un certain 6 € R.

Sip <0, alors g = —v/1 — A2 = —sin 6. On peut alors écrire A = cos(—6) et p = —sinf =
sin(—#). On a donc écrit P = cos @' P, +sin @' Py, avec 8/ = —0 € R.

Les deux ensembles sont donc bien égaux.

Soit # € R. On considére P = cosfP; + sin0P,. Alors P(0) = cos0P;(0) + sinf0P»(0) =
cos® — \/3sinfh = 2 (% cosf — @sin&) = 2(cos % cos —sin Zsinf) = 2cos(d + Z). On a
donc A=2et 6y = —

wly

Il suffit donc de déterminer la valeur maximale de Acos(fd — 6y) quand 6 parcourt R. Le
maximum de cos(f — 6p) est 1, le maximum de P(0) est donc 2 (atteint pour § = —%, donc

pour P = %Pl — ?PQ =-3X+2)

Si u, v sont deux vecteurs d'un espace préhilbertien, alors (u,v) < ||u| - ||v||, avec égalité si et
seulement si u et v sont colinéaires, de coefficient de proportionnalité positif.

D’apres la question (2), pour tout P € S, P(0) = (P, Py). D’apres l'inégalité de Cauchy-
Schwarz, on a donc P(0) < ||P| - || Pol|- Mais comme P € S, |P|| = 1 et l'inégalité devient
donc P(0) < || Pyl

D’apres le cas d’égalité de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, P(0) = || Pyl si et seulement s’il
existe A € R4 tel que P = APy. Mais comme P € S, on a nécessairement ||P|| = 1, donc
[Al - [|[Poll =1 et, comme A >0, A = m.

Calculons || Py||. On a montré a la question (2) que Py = —6X + 4, donc
1 1
| Poll? = /0 (—6t +4)?dt = /0 (36t> — 48t +16)dt = 35 — 48 416 = 4,

si bien que |[Py|| =2 et A = 3. Le polynéme P recherché est donc P = 1Py = —3X +2 € S.

D’apres la question (b), pour tout P € S, P(0) < ||Fy|| = 2. On a montré a la question (c)
que cette borne supérieure est atteinte par le polynome P = —3X + 2. Il s’agit donc de la
valeur maximale prise par P(0) lorsque P parcourt S.

EXERCICE III

(1) Le rayon de convergence d’une série entiére . a,z™ est 'unique réel R > 0 tel que, pour tout
zeR,

si |z] < R, alors Y a,z™ converge absolument;
si |z| > R, alors ) a,z™ diverge grossiérement.
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(2) Notons Dg = |—R; R[. Si 3 cxa® est solution de (E), alors

—+oo —+oo +oo
Vo e Dy 22 Z k(k — l)ckxk_2 + xz kepa® ™1 + 22 chxk =0
k=2 k=1 k=0
—+oo —+oo +oo
donc Vz € Dg Z k(k — 1)ck:vk + Z kepa® + Z 2 =0
k=2 k=1 k=0
—+oo +oo +oo
cad Vz € Dp Z k(k — 1)ckxk + ez + Z kepa® + ch,zxk =0
k=2 k=2 k=2
—+oo
donc Vz € Dg Z(k‘(k‘ — Deg + ke + ck,g)xk = —c1T
k=2
—+oo
cad Vz € Dg Z(k‘%k + Ck_g)l‘k = —c1.
k=2

Par unicité du développement en série entiere de la fonction —cyx, on en déduit donc

0=—a autrement dit ¢1 =0
VEk>2 ke, +cp2 =0, VEk>2cp = — %52,

k2
On en déduit par récurrence immédiate que ¢; = c3 = ¢5 = --- = 0, tandis que
c 1. _ co . 1 ., _ Ca __ 1 .
CO:L 02:_273:_2727 C4__4%_ 92.42> CG__G%__22-42-627

et ainsi, pour tout k£ € N,

_ (—D)* (—1)* (=D* (=D~
kT a2 (2k)2

(2x1)2(2x2)2---(2x k)2 - 22k (kN2 4k(E1)2
(3) D’aprés les questions précédentes, on peut écrire, pour tout z € |—R; R|,

iy SR DE
o(@) =) 4R(EN2E
k=0
On va appliquer la régle de d’Alembert a cette série, dont les coefficients sont bien tous non nuls.
Six#0,o0na
(_1)k+14k(k!)2 :C2k+2 ‘CL’|2
= — 0
(R (b + D2 2% | 4(k+ 1) koo
on en déduit que la série est absolument convergente quelle que soit la valeur de z ; autrement
dit, R = 4o0.

(4) La fonction Jy n’est pas constamment nulle sur |—r;r[ car Jo(0) = Cp = 1. Ainsi la liaison de la
famille (Jp, f) signifie qu'il existe A € R tel que f = AJp. La fonction Jy étant la somme d’une
série entiere, elle est de classe C*° donc continue, et ainsi bornée sur tout segment. Ainsi, elle est
bornée au voisinage de 0, et il en va de méme de la fonction f = A\Jj.

(5) Supposons que Y Brx* est solution. Alors, pour tout = appartenant au rayon de convergence des
deux séries,

(a0 + a1z + aga® + -+ )(Bo + frx + foa® +---) = L.

En développant ce produit et en regroupant selon les puissance de z, il se réécrit

ofo + (aoB1 + a1Bo)z + (apfe + a1 B + azfo)z® + -+ = 1,

ou le coefficient devant ™ est agf, + @18n_1+ -+ anfo = ZZ:O L Bn—k-

Ainsi, pour tout x appartenant aux domaines de convegence des deux séries,

+o0 n
Z ( akﬂn—k) " =1.
k=0

n=0
Par unicité du développement en série entiére de la fonction constante égale a 1, cela implique que
agpfp = 1 et, pour tout n € N*, ZZ':O agBn—k = 0. En remarquant que ag = 1 par hypothese, on
retrouve bien la condition (x).



(6)

(7)

On a choisi r € ]0; Ro[ donc la série > axr* est absolument convergente. En particulier, son terme

général tend vers 0, autrement dit |y |r* k—> 0. Toute suite convergente est bornée, il existe
—+o0

donc M € R tel que, pour tout k € N, |ag|r* < M, ce qui est le résultat demandé.

La condition () impose que Sy = 1. On va maintenant montrer par récurrence que, pour tout
k € N*, B) existe, est unique, et vérifie 'inégalité

M(M + 1)kt
Br| € ———F——
r
Si k =1, la condition (%) se réécrit apf1 + a180 = 0, donc 5y = —O‘;—fo = —a1. Le nombre [
existe donc bien et est unique. De plus, d’apres la question précédente,
M(M + 1)1
|B1] = |aa| < — 1

Soit maintenant £ € N*. On suppose que, pour tout ¢ < k, (3, existe, est unique et vérifie
Pinégalité (hypothese de récurrence forte). Alors, d’apres la condition (x) au rang k+ 1, cSBe+1 +
18+ -+ akr18o = 0, donc Brr1 = —a1P8k — -+ — apr150. Ainsi le nombre By existe et est
uniquement déterminé. De plus, d’apres I'inégalité triangulaire,

|Br1] < |oaBr| + [oaBr—1| + -+ + |arBi| + [oy1]

En appliquant I'inégalité de 'hypothese de récurrence & tous les 5y et la question (6) a tous les
ay, on obtient

Bonal < M2(M + 1)kt M?*(M +1)+2 .“JFMZ(MJrl)l*1 M
k41l = S r2pkh—1 rkpl rk+1
k
_MEYS(M A1 M MPEERE A M M(M + 1)t
— ,rk—&-l — ’I“k""l — Tk-i—l ’

ce qui est exactement I'inégalité qu’on souhaitait démontrer.

Par principe de récurrence (forte), on en déduit que (x) posseéde une unique solution (8x)ren
et que celle-ci vérifie 'inégalité demandée.
D’apres le théoreme de comparaison des séries entieres, 'inégalité de la question précédente
k—1
implique que le rayon de convergence de Y~ Bxz* est supérieur ou égal a celui de > %xk
Or, d’apres la régle de d’Alembert (les coefficients de cette série ne s’annulant pas), pour tout

x # 0,

MI(M 1 k. k. .k+1
(M + 1)r*z _ 1)5
M(M + 1)k—1pktighk T
donc le rayon de convergencee de Z MSE est 37— I
On peut donc dire que Rg > 57 > 0.

Pour tout z € ]0; 7],

y'(x) = N(z)Jo(z) + A(z) Jy(2)
y'(z) = X'(z)Jo(x) + 2N () J5(z) + A(z) J§ ()
donc
y sol. de (B) <= Vo €]0;r[ 2 (\'(z)Jo(z) +2X () Jy(x) + A(z)Jg (x)
+a (N () Jo(x) + M) Jo(x)) + 2?A(@) Jo(z)
= Vo elo;r] N(x)2?Jo(z) + N (2)(22° Jy(z) + zJo(x))
+ M) (@2 T (x) + 2 ) (x) + 22 Jo(z)) = 0
=0 car Jp sol. de (E)
<~ Vzel0;r] N(x)xdo(z)+ N(z)(2zJ)(z) + Jo(z)) =0
= Vo e|o;r] N (x)xJi(z) + N(x)x2Jo(2)Ji(x) + N (2)JE (z) =
= Vac|o;r] (N(z)zJi(z)) =0.
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(10)

(11)

(12)

De maniére similaire aux calculs menés en question (5), on peut multiplier la série > cxz* par

elle-méme, et ainsi écrire
+oo

J3(x) = Z (Z ckcnk> z*.
k=0

Cette série est de rayon infini car c’est le produit de deux séries de rayon infini. Enfin, la valeur
J2(0) est donnée par le terme constant de cette série entiere, c’est-a-dire JZ(0) = 2 = 1.
D’apres la question (9), si A est une primitive de m, alors \Jy est une solution de (E).

Notons JZ(x) = > agx®. D’apres la question (10), c’est une série de rayon de convergence
infini et telle que cg = 1, donc on est dans les hypothéses de la partie précédente (questions (5)
a (8)) : il existe une série g(z) = 3 Brak, de rayon Rg > 0, telle que g(x)J3(x) = 1 (autrement
dit, g(z) = P%) pour tout |z| < Rg.

0
D’apres la condition (%), By = 1 donc on peut donc écrire, pour tout « € |—Rg; Rga] :

“+oo

1
=1+ kak7

w2

puis
“+oo
L1 k-1
rJ3(r) x + kz_:lﬁkx ’

et une primitive est donc donnée (par théoréme d’intégration terme a terme) par
“+ o0
_ Bk .k
AMz)=Inz+ Z BEx
k=1

Une solution de (E) est donc donnée par
+oo
Ao x— Jo(x) In(z) + Jo(x) Z ﬁ—k"xk
k=1
En posant n(z) = Jo(z) zj %xk, développable en série entiere comme produit de fonctions

développables en série entiere (cf calculs de la question (5)).

Notons Jy:  — n(x) + Jo(z) Inz la solution déterminée & la question précédente. L’équation (E)
étant linéaire et homogene, I’ensemble de ses solutions est un espace vectoriel donc I’ensemble des
combinaisons linéaires de Jy et J; (cad Vect(Jy, J1)) est inclus dans 'ensemble des solutions de
(E).

De plus, 'équation différentielle étant du second ordre, I’espace des solutions est de dimension
2. Ainsi, si la famille (Jy, J1) est libre, alors ’ensemble des solutions de () sera égal a Vect(Jo, J1),
par égalité des dimensions.

Montrons donc que la famille (Jy, J1) est libre. D’apres la question (3), si cette famille était
liée, alors la fonction J serait bornée au voisinage de 0. Or, pour z tendant vers 0, Ji(z) =
n(z) + Jo(z) Inz avec n(x) — n(0) € R, Jo(x) — 1 et Inz — —oo donc Jy(x) — —oo. Ainsi la
fonction J; n’est pas bornée au voisinage de 0, la famille (Jy, J1) est donc libre et 'ensemble des

solutions est donc
VeCt(Jo,Jl) = {AJ() + BJ, ‘ A, Be R}



