TSI2 TD 10 — Espaces préhilbertiens 2020-21

1. Montrer que, pour tout n € N*,

" n(n+1)v2n+1
kz:jl/m/Eg e .

2. Soit n € N*.

(1) Si A et B sont deux matrices de M,,(R), on pose ¢(A, B) = Tr(A” B). Montrer que
© munit M, (R) d’'une structure d’espace préhilbertien.

(2) Montrer que, pour tout A € M,(R), on a
TrA <, /nTr(ATA).

Dans quels cas a-t-on égalité?

3. Soit £ un R-ev de dimension 2 muni d’une base (ej,e3). Soient a,b,c,d € R. On
considere 'application ¢: E x E — R définie par

o(z161 + x2€2, Y161 + Yob2) = ax1Y1 + br1ys + cxay1 + dToys.

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur les nombres a, b, c,d pour que ¢
munisse E d'une structure d’espace préhilbertien.

4. On pose, pour tous P, Q € R[X]?,

(P,Q)) /0 " P)Q(t) sint dt.
(1) Montrer que (R[X], (-,)) est un espace préhilbertien.

(2) Construire une base de Ry[X] qui soit orthonormale pour ce produit scalaire.

5. Soit E un espace préhilbertien et F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.
(1) Montrer que F+ NG+ = (F + G)*.
(2) Montrer que F* + G+ C (FNG)*.
(3) On suppose E de dimension finie. Montrer que F* + G+ = (F N G)*.

6. Soit £ = C([—1;1],R), muni du produit scalaire (f, g) = /_11 f(t)g(t)dt. On pose :
F={felE|Veel|0l] f(x)=0} et G={feE|Vxe|[-1,0] f(x)=0}.

(1) Montrer que F' et G sont des sous-espaces vectoriels de E.
(2) Montrer que F*+ = G, que G = F et que (F1)t = F.
(3) Montrer que F' + F+ # E et que FX + G+ # (FNG)*.

7. Dans 'espace R* muni de sa structure euclidienne canonique, déterminer la matrice
de la projection orthogonale sur le sous-espace F' = {(z,y,2,t) e R* |z +y+ 2+t =
x — 2y + z = 0} dans la base canonique de R*.

™

8. Déterminer inf (tcost —at — b)*dt.
(a,b)ER? J0



