
8

Fo
rm

ul
ai

re

Vo
ir

le
s
ré
po

ns
es

et
se

te
st
er

su
r

so
ph

ie
an

d.
me

.

Fo
rm

ul
es

tr
ig

on
om

ét
ri

qu
es

.
C
on

na
îtr

e
pa

r
cœ

ur
ou

sa
vo
ir

re
tr
ou

-
ve
r
ra
pi
de

m
en
t
(t
<

30
s,

sa
ns

er
re
ur

de
sig

ne
ou

au
tr
e)

:
va
le
ur
s
de

s
fo
nc

tio
ns

co
s,

sin
et

ta
n
en

0,
π 6
,
π 4
,
π 3
,
π 2
.

co
s(
−
θ)

;
sin

(−
θ)

;
ta

n(
−
θ)

;
co

s(
θ
+

2π
);

sin
(θ

+
2π

);
ta

n(
θ
+
π

);
co

s(
π
±
θ)

;
(s

in
π
±
θ)

;
co

s(
π 2
±
θ)

;
sin

(π 2
±
θ)

;
co

s(
a
±
b)

;
sin

(a
±
b)

;
ta

n(
a
±
b)

;
co

s(
2a

)
(3

fo
rm

ul
es
);

sin
(2
a
);

ta
n(

2a
);

co
s2
θ

+
sin

2
θ;

lin
éa
ris

at
io
n
de

co
s2
θ
et

de
sin

2
θ;

co
sa

co
sb

;
sin

a
sin

b;
sin

a
co

sb
;

co
sp
±

co
sq

;
sin

p
±

sin
q;

éc
rit

ur
e
de

co
sθ
,

sin
θ,

ta
n
θ
en

fo
nc

tio
n
de

t
=

ta
n
θ 2
.

D
ér

iv
ée

s.
C
on

na
îtr

e
le
s
do

m
ai
ne

s
de

dé
fin

iti
on

,d
e
dé

riv
ab

ili
té

et
le
s

dé
riv

ée
s
de

s
fo
nc

tio
ns

su
iv
an

te
s
:

x
7→
x
α

(d
ist

in
gu

er
α
∈

N
,
α
∈

Z,
α
∈

R
);

x
7→
√
x

;
x
7→
ex

;
x
7→
a
x

(a
>

0)
;

x
7→

ln
x

;
x
7→

co
sx

;
x
7→

sin
x

;
x
7→

ta
n
x
(2

fo
rm

es
);

x
7→

ar
cc

os
x

;
x
7→

ar
cs

in
x

;
x
7→

ar
ct

an
x
.

C
on

na
îtr

e
le
s
fo
rm

ul
es

de
dé

riv
at
io
n
su
iv
an

te
s
:

(u
+
v
)′ ;

(λ
·u

)′ ;
(u
×
v
)′ ;

(
1 u

) ′
;
( u v

) ′
;

(v
◦u

)′ ;

(u
n
)′ ;

(√
u

)′ ;
(e

xp
u

)′ ;
(ln

u
)′ ;

(c
os
u

)′ ;
(s

in
u

)′ ;
(t

an
u

)′ ;
(a

rc
sin

u
)′ ;

(a
rc

co
su

)′ ;
(a

rc
ta

n
u

)′ .

P
ri

m
it

iv
es

.
C
on

na
îtr

e
pa

r
cœ

ur
ou

sa
vo

ir
re
tr
ou

ve
r
ra
pi
de

m
en
t,

su
r

ch
aq

ue
in
te
rv
al
le

du
do

m
ai
ne

de
dé

fin
iti
on

,u
ne

pr
im

iti
ve

de
sf

on
ct
io
ns

su
iv
an

te
s
:

x
7→
x
α

(α
6=
−

1)
;

x
7→

1 x
;

x
7→
ea
x
;

x
7→

co
s(
a
x

);
x
7→

sin
(a
x

);

x
7→

ln
(x

);
x
7→

1
x

2
+
a

2
;

x
7→

1
√
a

2
−
x

2
.

D
év

el
op

pe
m

en
ts

lim
it

és
.
Sa

vo
ir

do
nn

er
à
to
ut

or
dr
e
le

dé
ve
lo
pp

e-
m
en
t
lim

ité
de

s
ex
pr
es
sio

ns
su
iv
an

te
s
(x

ét
an

t
au

vo
isi
na

ge
de

0)
:

ex
;

co
sx

;
sin

x
;

ln
(1

+
x

);
ar

ct
an
x

;
1

1
−
x

;
1

1
+
x

;

(1
+
x

)α
;

ta
n
x
(à

l’o
rd
re

3
un

iq
ue

m
en
t)
.

C
ah

ie
r

de
va

ca
nc

es
M

at
hé

m
at

iq
ue

s

T
SI

(2
−
ε)
,é

té
20
20
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Indications

1.
D
anslethéorèm

e«
f
′=

0
=⇒

f
constante»,quellepropriété

doit
vérifier

le
dom

aine
de

définition
de

f
?

2.
C
alculer

la
probabilité

de
l’événem

ent
contraire.

3.
Écrire

cos
tà

l’aide
de

la
form

ule
d’Euler,puisl’éleverau

cube
à
l’aide

du
binôm

e
de

N
ew

ton.
4.

Les
tirages

sont-ils
indépendants

les
uns

des
autres?

D
énom

-
brer

toutes
les

façons
différentes

de
tirer

k
boules.

5.
R
ésoudre

l’équation
hom

ogène,puisutiliserla
m
éthode

de
va-

riation
de

la
constante.

6.
R
éduireau

m
êm

edénom
inateur,puisidentifierlescoeffi

cients.
7.

Écrire
2

+
2
isous

form
e
trigonom

étrique.
8.

Vérifier
que

M
2

=
M

,puis
calculer

K
er
M

et
K

er(M
−
I3 ).

9.
U
tiliser

la
form

ule
de

Bayes.
10.

Im
u

est
un

sous-espace
vectorielde

K
.
Q
uelles

sont
ses

di-
m
ensions

possibles?
11.

R
econnaître

des
suites

géom
étriques

et
utiliser

la
form

ule
du

cours
pour

la
som

m
e
de

leurs
term

es.
12.(2)

Écrire
une

com
binaison

linéaire
nulle

des
P
i .Q

ue
dire

du
coeffi

cient
dom

inant?
(3)

Vérifier
que

sideg
P
≤
n,alors

deg
u(P

)≤
n.

(6)
T
héorèm

e
du

rang,nom
bre

de
pivots,dim

ension
de

l’es-
paceengendréparleslignesdela

m
atrice,parsescolonnes,

etc.
13.(1)

Étudier
les

variations
de

la
différence.

(2)
A
ppliquer

la
question

précédente
à
x

=
1k ,puis

som
m
er

pourtout
k
∈

J1;nK.R
econnaître

une
som

m
e
télescopique.

(3)
Exprim

er
1k
com

m
e
l’intégrale

d’une
fonction

constante.
(4)

A
ppliquerla

question
précédente

à
la

définition
de
u
n .A

t-
tention

à
k

=
1!

(5)
U
tiliser

le
théorèm

e
d’encadrem

ent
pour

déterm
iner

la
li-

m
ite

du
quotient

u
n

ln
n .

Q
uestions,rem

arques,dem
andes

d’aide
ou

de
correction,etc.

↘
↓

↙
e.besson@free.fr

2

A
vant-propos

Le
présent

cahier
a
pour

objectifde
vous

perm
ettre

de
pratiquer

un
peu

de
m
aths

pendant
vos

vacances.
Il

n’est
pas

obligatoire,m
ais

les
notions

abordées
dans

les
exercices

(quiont
toutes

été
vues

en
classe

cette
année)

et
les

form
ules

présentes
en

quatrièm
e
de

couverture
seront

supposées
connues

de
tou·tes

à
la

rentrée
de

sep-
tem

bre.
D
esindicationspourla

résolution
de

chaque
exercice

sont
présentes

en
page

7.
B
onnes

vacances!
E.B

.

E
xercices

1.
Soit

f
la

fonction
définie

par

f(x)=
arctan

x
+

arctan
1x
.

(1)
D
onner

le
dom

aine
de

définition
et

le
dom

aine
de

dérivabilité
de

f.
(2)

Vérifierque
la

dérivée
de

f
estnulle.Q

u’en
déduit-on

concer-
nant

la
fonction

f
?

(3)
C
alculer

f(1)
et
f(−

1).Est-ce
com

patible
avec

le
résultat

de
la

question
(2)?

Sinon,où
est

l’erreur?

2.
D
ans

un
entretien

donné
au

G
uardian

le
3
juillet

1,le
professeur

d’infection
m
uqueuse

et
d’im

m
unologie

R
obin

Shattock
déclare

:
«
T
he

success
rate

ofvaccines
at

this
stage

ofdevelop-
m
entis10%

and
there

are
already

probably
10

vaccines
in

clinicaltrials,so
that

m
eans

w
e
w
illdefinitely

have
one.»

O
n
suppose

que
10

vaccinssontactuellem
enten

coursde
dévelop-

pem
ent,que

chacun
des

projets
de

vaccin
aboutit

avec
probabilité

0,1,etque
les

réussites
des

projets
de

vaccin
sontindépendantes

les
unes

des
autres.

(1)
Q
uelle

estla
probabilité

qu’au
m
oinsun

desprojetsde
vaccins

aboutisse?

Illustrations
:Sylvain

Tegroeg
pour

le
jeu

H
idden

Folks.
1.

https://www.theguardian.com/society/2020/jul/03/im-cautiously-
optimistic-imperials-robin-shattock-on-his-coronavirus-vaccine
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(β
)
So

it
N
∈

N
.E

xp
rim

er
en

fo
nc

tio
n
de

N
le
s
no

m
br
es
X
N

=
N ∑ n
=

0
x
n
et
T
N

=
N ∑ n
=

0
t n
.

(γ
)
Q
ue

di
re

de
X
N

et
T
N

lo
rs
qu

e
N

te
nd

ve
rs

+
∞

?
C
on

cl
ur
e.

12
.
So

it
n
∈

N
?
.O

n
co
ns
id
èr
e
l’e

sp
ac
e
ve
ct
or
ie
lE

=
K
n
[X

].
(1
)
R
ap

pe
le
r
la

di
m
en

sio
n
de

E
.

(2
)
O
n
co
ns
id
èr
e
un

e
fa
m
ill
e
B

=
(P

0,
..
.,
P
n
)
d’
él
ém

en
ts

de
E

éc
he

lo
nn

és
en

de
gr
é
–

c’
es
t-
à-
di
re

te
ls

qu
e,

po
ur

to
ut

k
∈

J0
;n

K,
de

gP
k

=
k
.M

on
tr
er

qu
e
B

es
t
un

e
ba

se
de

E
.

O
n
s’i
nt
ér
es
se

m
ai
nt
en
an

t
à
l’e

nd
om

or
ph

ism
e

u
:P
7→

(X
2
−

1)
P
′′

+
(2
X

+
1)
P
′ .

(3
)
Vé

rifi
er

qu
e
u
es
t
bi
en

dé
fin

i.
(4
)
D
ét
er
m
in
er

la
m
at
ric

e
de

u
da

ns
la

ba
se

ca
no

ni
qu

e
de

E
.

(5
)
D
ét
er
m
in
er

le
no

ya
u
de

u
.

(6
)
D
ét
er
m
in
er

le
ra
ng

de
u
(e
ss
ay
er

de
ré
po

nd
re

à
ce
tt
e
qu

es
tio

n
de

pl
us
ie
ur
sm

an
iè
re
sd

iff
ér
en
te
s–

on
pe

ut
en

tr
ou

ve
ra

u
m
oi
ns

qu
at
re
).

13
.
O
n
po

se
,p

ou
r
to
ut
n
∈

N
?
,

u
n

=
k ∑ k
=

1

1 k
.

(1
)
M
on

tr
er

qu
e,

po
ur

to
ut
x
∈

R
+
,l

n(
1

+
x

)≤
x
.

(2
)
En

dé
du

ire
qu

e,
po

ur
to
ut
n
≥

1,
ln

(n
+

1)
≤
u
n
.

(3
)
M
on

tr
er

qu
e,

po
ur

to
ut
k
≥

2,
1 k
≤
∫
k

k
−

1

dt t
.

(4
)
En

dé
du

ire
qu

e,
po

ur
to
ut
n
≥

1,
u
n
≤

1
+

ln
(n

).
(5
)
D
éd

ui
re

de
s
qu

es
tio

ns
pr
éc
éd

en
te
s
un

éq
ui
va
le
nt

de
la

su
ite

(u
n
) n
∈N

?
.

3

(2
)
À

pa
rt
ir

de
co
m
bi
en

de
pr
oj
et
s
de

va
cc
in
s
sim

ul
ta
né

m
en
t
en

dé
ve
lo
pp

em
en
tl
e
pr
of
es
se
ur

Sh
at
to
ck

po
ur
ra
it-
il
av
oi
r9

9%
de

ce
rt
itu

de
qu

e
l’u

n
d’
en
tr
e
eu

x
ab

ou
tis

se
?

3.
Li
né

ar
ise

r
l’e

xp
re
ss
io
n

co
s3
t.

En
dé

du
ire

la
va
le
ur

de
l’i
nt
ég
ra
le

I
=
∫
π
/

2

0
co

s3
t
dt
.

4.
So

ie
nt
b,
r,
n
∈

N
?
.U

ne
ur
ne

co
nt
ie
nt
b
bo

ul
es

bl
eu

es
et
r
bo

ul
es

ro
ug

es
.O

n
tir

e
su
cc
es
siv

em
en
t
n
bo

ul
es

da
ns

l’u
rn
e,

av
ec

re
m
ise

.

(1
)
Q
ue

lle
es
t
la

pr
ob

ab
ili
té

de
ne

tir
er

qu
e
de

s
bo

ul
es

ro
ug

es
?

(2
)
So

it
k
∈

J0
;n

K.
Q
ue

lle
es
tl
a
pr
ob

ab
ili
té

de
tir

er
ex
ac
te
m
en
tk

bo
ul
es

bl
eu

es
?

5.
R
és
ou

dr
e
su
r

]−
1;

1[
l’é

qu
at
io
n
di
ffé

re
nt
ie
lle

(1
−
x

2 )y
′ (x

)−
x
y
(x

)=
1.

6.
D
ét
er
m
in
er

de
ux

ré
el
s
a
et
b
te
ls

qu
e,

po
ur

to
ut
x
∈

R
\{
±

1}
,

1
t2
−

1
=

a

t
−

1
+

b

t
+

1.

En
dé

du
ire

la
va
le
ur

de
l’i
nt
ég
ra
le
∫

3 2

dt
t2
−

1.

7.
D
on

ne
r
la

fo
rm

e
al
gé
br
iq
ue

du
no

m
br
e
co
m
pl
ex
e
z

=
(2

+
2i

)7

(n
e
pa

s
dé

ve
lo
pp

er
di
re
ct
em

en
t!
).

8.
M
on

tr
er

qu
eM

=

 
0
−

1
−

1
0

1
0

0
0

1

 
es
tl
a
m
at
ric

ed
’u
n
pr
oj
ec
te
ur
.

D
ét
er
m
in
er

se
s
él
ém

en
ts

ca
ra
ct
ér
ist

iq
ue

s.
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d’accord
?
B
on,quand

tu
la

tires,la
flèche,elle

va
d’ici

à
la

m
oue...

à
la

tortue,d’acccord
?

—
O
ui,je

crois,m
ais...

—
M
ais

à
ce

m
om

ent-là,
la

m
oue...

la
tortue,

elle
est

un
peu

plus
loin,non

?
D
’accord

?
—

O
ui,je

crois»,fut
obligé

de
reconnaître

Teppic.
X
énon

luilança
un

regard
de

triom
phe.

«
D
onc,la

flèche
doit

parcourir
une

distance
supplé-

m
entaire,hé,forcém

ent,jusqu’au
point

où
se

trouve
la

tortue.Pendant
ce

tem
ps,la

tortue,elle
a
vol...

pro-
gressé,pas

beaucoup,je
te

l’accorde,m
ais

ça
suffi

t.Pas
vrai?

D
onc,la

flèche
doit

continuer
encore

un
peu

plus
loin,

m
ais

en
réalité,

au
m
om

ent
où

elle
arrive

là
où

la
tortue

se
trouve

m
aintenant,la

tortue
n’y

est
plus.

D
onc,sila

tortue
continue

d’avancer,la
flèche

ne
l’at-

teindra
jam

ais.
Elle

s’en
rapprochera

de
plus

en
plus

m
ais

elle
ne

l’atteindra
jam

ais.C
.Q

.F.D
.

—
Vousavez

raison,alors?
dem

anda
m
achinalem

ent
Teppic.

—
N
an,fitIbid

d’un
ton

glacial.U
ne

dizaine
de

bro-
chettes

de
tortues

sont
là

pour
prouver

qu’ila
tort.»

O
n
proposedem

odéliserl’expériencedela
façon

suivante.Suppo-
sonsque

la
tortue

estsituée
initialem

entà
une

distance
x

0
=

100
m

de
l’archerets’enfuitdansun

m
ouvem

entuniform
e
à
une

vitesse
de

1
m
.s −

1.L’archer
tire

à
l’instant

initialune
flèche

quivole
vers

la
tortue

à
la

vitesse
constante

de
100

m
.s −

1.

(1)
C
alculer

la
durée

t0
m
ise

par
la

flèche
pour

parcourir
la

dis-
tance

x
0 .

(2)
C
alculer

la
distance

x
1
parcourue

par
la

tortue
au

cours
de

l’intervalle
de

tem
ps
t0 .

(3)
C
alculer

la
durée

t1
m
ise

par
la

flèche
pour

parcourir
la

dis-
tance

x
1 .

(4)
C
alculer

la
distance

x
2
parcourue

par
la

tortue
au

cours
de

l’intervalle
de

tem
ps
t1 .

...

(α)
D
éterm

iner,pour
tout

n
∈

N
,l’expression

de
la

distance
x
n

et
de

la
durée

t
n
en

fonction
de

n.

4K
.
R
ésoudre

le
sudoku

«
m
iracle»

de
M
itchellLee

2.Les
règles

ha-
bituelles

du
sudoku

s’appliquent,avec
deux

règles
supplém

entaires.

1
2

R
ègles

supplém
entaires

•
deux

cases
orthogonalem

ent
adjacentes

ne
peuvent

pas
contenirdeux

chiffresconsécu-
tifs;

•
deux

casesséparéesparun
dé-

placem
entderoiou

decavalier
(pièces

d’échecs)
ne

peuvent
pas

contenir
le

m
êm

e
chiffre.

9.
O
n

dispose
d’une

pièce
de

m
onnaie

truquée
(deux

côtés
Pile),

ainsique
d’une

pièce
ordinaire.O

n
choisitsansregarderl’une

de
ces

deux
pièceseton

la
lance

n
fois;on

n’obtientque
desPile.À

partir
de

quelle
valeurde

n
peut-on

être
sûr·e

à
99%

qu’on
a
choisila

pièce
truquée?

(d’après
R
.M

ansuy)

10.
Soit

u
uneform

elinéairesurun
K
-espacevectoriel

E
.Q

uepeut-
on

dire
du

rang
de

u
?
En

déduire
que

toute
form

e
linéaire

est
soit

nulle,soit
surjective.

11.
D
ans

le
rom

an
Pyram

ides
écrit

par
Terry

Pratchett,
le

jeune
pharaon

en
exil

Teppicym
on

xcxvii
(«

Teppic
»)

rencontre
deux

philosophes
occupés

à
tirer

des
flèches

sur
une

tortue.L’un
d’eux

tente
d’expliquer

son
raisonnem

ent
3
:

«
C
’trèssim

ple,attaqua
X
énon.Té,supposequecenoyau

d’olive,
il

soye
la

flèche
et...

—
il

chercha
au

hasard
autour

de
lui—

et
cette

m
ouette

assom
m
ée

la
tortue,

2.
résolution

en
vidéo

:https://youtu.be/yKf9aUIxdb4
3.

C
’est

une
parodie

d’un
véritable

paradoxe
énoncé

au
v

esiècle
av.J.-C

.par
Zénon

d’É
lée.La

texte
cité

est
traduit

par
Patrick

C
outon.


