TSI2 Mathématiques — Corrigé du devoir surveillé n°2 2020-21 Q2. On reconnait deux fonctions de la forme % Par ailleurs z + 1 et 22 — 2+ 1 sont
strictement positifs pour tout = € [0; 1], les primitives sont donc respectivement

In(z +1)+cet In(z?> —x+1) +c.

QUESTIONS DE COURS Q3. On effectue les changements de variables proposés. En premier lieu, u = = — %
Q1. sin(a + b) = sinacosb + cosasinb et cos(2a) = cos?a — sin®a = 2cos’a — 1 = doncdu=dreta® —z+1=(r—3)° - +1=u’+7:
1 —-2sin“a dz du
2 2 2 3 — = .
Q2. Pour z tendant vers 0, cosz =1 — %4+ 22 +o(a*) et In(142) =z — L + & — 2 —x+1 u?+4 3
z* 4
T +olzh). Ensuite, en posant v = \2/11, dv =2 du et u? = % donc
Q3. Pour tout n € N et k € [0;n], (}) = k!(rfik)! = nle=b- (" k1) Pour tous
a,be CetneN, / dz _/ du @dv
n 22—z+1 ) w243 ) 2(w2+1)
n _ N\ kin—k 1 1
k=0 = — arctanv + ¢ = — arctan c.
V3 V3 V3
Q4. La fonction f est définie et dérivable sur R par composition. La fonction g est
définie sur [—1; +oo[ et dérivable sur |—1; +oo[ par composition. Q4. On utilise toutes les questions précédentes :
Pour tout z € R, f(z) = —3sin(3x) - cos(cos(3x)) et, pour tout x > 1, / dz _1/ dz n 1/ z+1 da
4 »+1  3)ax+1 3) 22—z+1
. a1+ 2VT+a) — Vo +dog A= e _ 2V/Tta+d(l+a)— (5+4z) | . L1 . 5 4
1+2y1+z 1 5+ 4x)(1+2y/1 2 =-—=1 Dt | —2—+- | 52—
( )y (L+2)(5+ dz)(1 + +2) 3n(x+ )+3/x2—x+1+3/m2—w+1

_ —1r2Vite 1 1, 1 2% — 1
/(1 +2)(5+ 42)(1 + 2v/1 + 2)2 = —gln(a;—&— 1) + gln(x —z+1)+ %arctan <\/§) +c

5 P tendant 50, >0
OUT @ Tencalt vers B, @ . On effectue le changement de variables proposés : u = tan x donc du = —$5— =
Q . ’ ’ . 5. On eff le ch de variabl g donc du = 92—
(1+2)"* = exp < In(1+ x)) = exp <(x + 0(1:))) =exp(1l + o(1)) — (1 + tan®z) dz. Alors
X xT T—
/”/4 sin x dx—/w/4 P dx_/’r/4 tanz 94— _/1 udu
o sin®z 4 cosdx 0 zgfi +1 o tandz+1 o ud+1
EXERCICE 1 D’apres la question précédente,
Q1. Pour tout z € [0;1], /1 wdu [ 1 1 1 (214—1)}1
—— = |—=In(u+1)+ = In(u? — u+ 1) + — arctan
o br+c  a(@?—x4+1)+ (br+c)(z+1) o ud+1 3 ( ) 6 ( ) V3 V3 0
r+1 22—-2+1 (x+1) (22 —x+1) 1 2 1 1 T
=—-—In2+ —arctan | —= | =—-In2+ ——.
_(a+ba*+(b+c—a)z+a+c 3 V3 V3 3 33
z? 41 Ainsi,
Par identification des numérateurs, ’égalité demandée est vraie ssi /4 €in 1
/ _ig—dx:ffln2+—z()37
a+b=0 o sin®z 4 cosdz 3V3

H w\»—‘

b+c—a=1 autrement dit {
a+c=0

a=
b
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EXERCICE 11
L’inclusion F' C R* est évidente. Le vecteur nul 0 = (0,0,0,0) € R?* vérifie les
équations  +y =0et x + z =0 donc on a bien 0 € F.

Enfin, soient v1 = (x1,y1,21,%1) et va = (T2,y2,22,t2) € F et A\, u € R.
Alors \vy + pve = (Axy + pxa, Ayr + pya, Az1 + pze, At + pts). On a bien

AT+ pxe + Ay1 + pya = A (21 +y1) +p (w2 +y2) =0
—_—— ———
=0 car v1€F
ATy 4 pxe + Az + pze = A (21 +21) +p (z2+22) =0
—_——— (S —

=0 car v1€F

=0 car vo€F

=0 car vo€F

donc A\vj + pwvy € F. 1l s’agit donc bien d’un sous-espace vectoriel.

On pouvait également remarquer que F = kerg, ott p € L(R* R?) est
définie par ¢(z,y,2,t) = (z + y,x + 2).
F = {(z,y,2,t) e R* |2 +y=0etz+2z =0} = {(z,—z,—2,t) | 2,t €
R} = Vect ((1,-1,-1,0),(0,0,0,1)). La famille ((1,—1,—-1,0),(0,0,0,1)) est
donc génératrice de F. De plus, elle est clairement libre, il s’agit donc d’une
base de F' qui est ainsi de dimension 2.

11 suffit de trouver deux vecteurs non colinéaires entre eux et n’appartenant pas
a F. Par exemple, les vecteurs (0,1,0,0) et (0,0,1,0) conviennent. La famille
((1,-1,-1,0),(0,0,0,1),(0,1,0,0),(0,0,1,0)) est alors une base de F.

Soient A, u, v € R. On suppose que Auj + pus + vug = 0. Alors

A+u—v=0
;inggzo d'ott on déduit que A= p=w=0.
A du=0

La famille est donc libre.

Par définition, (u1,us2,us) est une famille génératrice de G. On a montré a
la question précédente qu’elle était libre, il s’agit donc d’une base de G. Ce
sous-espace est donc de dimension 3.

Soit v € FFN G. D’une part, v € G donc il existe A, u,v € R tels que v =

Ap—v
Auy + pug + vuz = (,\j\r}iﬁy> .
A4p
Mais, d’autre part, v € F donc A+ pu—v)+ (A+2p)=0et A+ p—v)+
(A +3u — v) = 0. En simplifiant ces deux équations et en les écrivant dans un

Q7.

Qs.

Q1.

Q2 et 3

systéme, on obtient

22 +3u—v =0 —
2 +4p—2v=0
1
Ainsi; v = Mup —ug —uz) = A <_}> € Vect(uy; — ug —ug) donc FNG €

-3
Vect(u1 — Uy — U3).

Réciproquement, si v € Vect(u; — us — ug), alors v € Vect(uy, ug,us) = G.
1

Par ailleurs, il existe A € R tel que v = A | _;
-3
v € F. Ainsi, v € F NG donc Vect(u; —ug —uz) C FNG.

donc on vérifie facilement que

On a ainsi montré I’égalité entre sous-espaces vectoriels F' N G = Vect(u; —
ug —ug). Comme uq —ug —ug = 0, Vect(u; — ug — us) est de dimension 1 et G
est donc également de dimension 1.

D’apreés la formule de Grassmann, dim(F +G) = dim F+dim G—dim(FNG) =
243 —1 =4 d’apres les questions précédentes. On a donc F + G C R? et
dim(F + G) = dim(R*), on en déduit que F + G = R*.

D’apres la question 6, FNG # {0} donc la somme F + G n’est pas directe. On
peut donc écrire tout vecteur de R* comme somme d’un vecteur de F et d’'un
vecteur de G, mais pas de maniére unique.

EXERCICE II1

/2 /2 /2
UOZ/ dt = ; u1:/ costdt:[sinﬂ =2;
—m/2
—m/2 —m/2

/2 /2 1 9 in(2 /2
Ug = / (3052 tdt = / Ls(t) dt = |:t + Sln( t>:| m
—7/2 —m/2 2 2 4 /2 2

Soit n € N. Pour tout ¢t € [-3;7], 0 < cost < 1, donc 0 < cos™t < 1,

puis 0 < cos"t1 ¢ < cos™t. Comme —g <

us

5, on en déduit, par croissance de
Iintégrale, que 0 < upy1 < uy,. Ceci étant vrai pour tout n € N, on en déduit
que la suite (uy)nen est décroissante et positive.
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Soit n € N*. La fonction t — cos™t! ¢ est de classe C' et la fonction ¢ — cost
continue sur [— g, 2} donc par intégration par parties,

/2 A= /2
= / costcos"t! ¢ dt = [sintcos" ! ¢] /2 , T(n+1) / sin?t cos™ tdt
—m/2 —/ —m/2
=1—cos?t
=0 car n+1>1
=+ Du, — (n+ Dupyo,

donc (n + 2)upt2 = (n+ 1uy,

Pour tout n € N, v,,41 = (n+2)up12uny1, mais d’apres la question précédente,
(n+ 2)upto = (n+ 1u, donc vy,41 = (n+ Duytper = vy, La suite (vp)nen
est donc constante, égale a vg = lujug = 2.

Pour tout n € N, v, = (n + Dupt1u, = 27. Mais, la suite (u,)nen étant
décroissante et les nombres (n + 1), u, et u,41 positifs, on a

4+ Dupt1tunt1 < (4 Duptingr < (4 1)uptin,

autrement dit (n + 1)u2 ; <27 < (n+1)u?

Soit n > 1. On reprend l'inégalité de droite de la question précédente : 2w <

2 2
(n + 1)u; donc u, > /5.

On reprend maintenant I'inégalité de gauche, mais appliquée & n — 1 (ce qui

est licite car n — 1 est bien positif ou nul) : nu? < 2, donc u,, < 2% On a

2 [2m
\/n—i-l_ n

On calcule la limite du rapport u,./5-. D’aprés 'encadrement de la question

donc

précédente, pour tout n > 1,

[ n I'n
<upy/ — <1.
n+1— 2r

Le membre de gauche et le membre de droite convergent vers 1 lorsque n tend
vers U'infini. Par théoreme d’encadrement, on en déduit que u, /5= converge

également vers 1. Autrement dit, u, ~ \/27“.

Q1.
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EXERCICE IV

Par définition, f: R? — R?. Reste & montrer que f est linéaire. Soient (x1,y1)
et (r2,72) € R2 Soient )\, u € R. Alors

(Az1 + pae + 3 y1 + 3py2, 3Ax1 + 3uxs + Ay + pys2)
(z1 4 3y1, 371 +y1) + G (x2 + 3y2, 372 + y2)

= Af(z1,p1) + pnf (w2, y2).
L’application f est donc un endomorphisme de R?2.

On calcule f(1,0) = 1(1,3) et £(0,1) = 1(3,

1/1 3
Mat == )
((1,o>,%0,1>>f 4 (3 1)

Notons M la matrice calculée a la question précédente. Alors

1/10 6\ 1(5 3\ 1/1 3\ 1 1
,7‘[2 J— — — —Io = —(M I).
16( 10) 8(3 5) 8(3 1>+22 yM+12)

On en déduit que f2 = %(f +id).

f* = %(f +1id), autrement dit 2f? — f = id, c’est-a-dire f o (2f — id)
en déduit que f est un automorphisme et que f~! = 2f —

=

(>

1) donc

=1id. On

Ces deux ensembles sont des sous-espaces vectoriels de F car ce sont les noyaux
d’applications linéaires définies sur F.

Soit x € E. Alors
f (32 +3f(@) =5/
Autrement dit, (f —

De méme, f(3z —
3f( x) € ker(f + 71d)
Soit z € ker(f—id)Nker(f+3id). Alors f(z) = z et f(z) = =3z, doncz = —Jx
d’ou & = 0. Ainsi, les deux sous-espaces sont en somme directe.

id) + ker(f + 3id) est évidente.

Soit x € E. D’apres la question précédente, on écrit :
= Jot 2@)+ 3o - 3 )
€ker(f—id)

donc x € ker(f — id) + ker(f + Zid).
Ainsi, E = ker(f — id) @ ker(f + 1id).

3/%() = 5 (@) + 3 (@) + 3o = o+ §f(2).
x4+ 2f(x)) =0, donc 3z + 2 f(x) € ker(f —id).
) =

“lo+ 1f(@) = ~1(e - 2f(2)) donc 2

)+
id)(52
f(x)

id)
5

L’inclusion ker(f —

€ker(f+3id)
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=% b= 50— (D) HHO- D) = 33

(f+3id)o(f—id)=f2+3f—f—iid=L(f+id)— f—3id=0.

Soit x € Im(f —id). Alors il existe y € E tel que = (f —id)(y). Mais alors
(f + 3id)(z) = (f + 3id) o (f — id)(y) = 0 d’apres le calcul ci-dessus. Donc
x € ker(f + 3id).

Réciproquement, soit z € ker(f + 3id). Alors f(z) = —3=, donc f(z) —
v = —3z, et ainsi = f(—322) + 22 = (f — id)(—22). On en déduit que
x € Im(f —id).

Ainsi, ker(f + 3id) = Im(f — id).
Onéerit f2=fof?=fol(f+id)=L1f2+1f=1f+tid+if=3f+1id
De méme, f* = f2o f2=3(f+id)(f +id) = 1 /2 + 1 f + Lid = 2 f + 2id.
L’initalisation est claire : fO = id (donc ag = 0 et by = 1) et f! = f (donc
a1:1et b1:0)

Soit n € N, on suppose que les coefficients a,, et b, existent. Alors

fr = foft = folanf +bnid) = anf? +buf = (% +by) f + %id.

Ainsi les coefficients a,, et b, existent pour tout n € N et vérifient les relations
de récurrence a,y1 = G- + by et by = G-
On le vérifie par récurrence sur n € N. Pour n = 0, on retrouve bien ag = 0 et
b= 41 (-2)) = 1.

Soit n € N. On suppose que a,, = 2(1 — (=3)") et b, = (1 — (=1)"71).

Alors, d’apres la question précédente,

P =30 ).

N[

De méme,
boss = % = H(1- (1)) = $(1- (-3

On en déduit que a,, et b, s’écrivent bien de la maniére indiquée.

— 3| <1 donc (—3)™ — 0. On en déduit que a, — 3 et b, — 3.



