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Problème I. Étude d’une chaîne de Markov

On considère un groupe de deux ampoules que l’on observe aux instants 0, 1, 2, 3. . .
Ces deux ampoules sont supposées indépendantes l’une de l’autre.

À l’instant initial, on suppose que les deux ampoules sont allumées. Ces ampoules
restent allumées jusqu’au moment où elles grillent. Elles peuvent donc être soit dans
l’état allumé, soit dans l’état grillé. La possibilité qu’une ampoule soit éteinte n’est pas
considérée ici.

À chaque instant, chaque ampoule déjà grillée reste grillée et chaque ampoule allumée
a la probabilité 1

2 de rester allumée et 1
2 de griller.

On note, pour tout n entier naturel, Xn la variable aléatoire égale au nombre d’am-
poules allumées à l’instant n. On remarquera que Xn peut prendre les valeurs 0, 1 et 2
(c’est-à-dire que Xn(Ω) = {0, 1, 2}).

Pour tout n ∈ N, on introduit le vecteur colonne Un ∈M3,1(R) défini par

Un =


P(Xn = 0)
P(Xn = 1)
P(Xn = 2)

 .
Mise en place du problème.

I.1. Déterminer la loi de X0 et vérifier que E(X0) = 2. Déterminer la variance de X0.

I.2. Justifier que, pour tout n ∈ N, on a :

P(Xn=2)(Xn+1 = 2) = 1
4 et P(Xn=2)(Xn+1 = 1) = 1

2 .

I.3. Déterminer, pour tout entier naturel n et sans justification, les probabilités condi-
tionnelles :

P(Xn=2)(Xn+1 = 0); P(Xn=1)(Xn+1 = 2); P(Xn=1)(Xn+1 = 1); P(Xn=1)(Xn+1 = 0);

P(Xn=0)(Xn+1 = 2); P(Xn=0)(Xn+1 = 1); P(Xn=0)(Xn+1 = 0).

I.4. Soit n ≥ 0. À l’aide de la formule des probabilités totales, exprimer P(Xn+1 = 1)
en fonction de P(Xn = 0), P(Xn = 1) et P(Xn = 2).

Montrer alors que Un+1 = AUn, où A =


1 1/2 1/4
0 1/2 1/2
0 0 1/4

.
Espérance et variance des Xn. On se propose de déterminer l’espérance et la variance
de tous les Xn sans chercher leur loi. On introduit les matrices deM1,3(R) suivantes :

L1 =
(
0 1 2

)
et L2 =

(
0 1 4

)
.

I.5. Calcul de l’espérance

a) Pour tout n ∈ N, vérifier que E(Xn) = L1Un.
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b) Calculer L1A et exprimer le résultat uniquement en fonction de L1. En déduire
que, pour tout n ∈ N, E(Xn+1) = 1

2E(Xn).

c) Exprimer alors E(Xn) en fonction de n.

I.6. Calcul du moment d’ordre 2

a) À l’aide de la formule de transfert, exprimer, pour tout n ∈ N, E(X2
n) en

fonction de L2 et Un.

b) Calculer L2A et montrer qu’il existe deux réels α et β, que l’on déterminera,
tels que L2A = αL1 + βL2.

c) En déduire que, pour tout n ∈ N, E(X2
n+1) = 1

4E(X2
n) +

(
1
2

)n+1
.

d) On introduit la suite (un)n∈N définie pour tout n ∈ N par un = 1
2n−1 . Vérifier

que cette suite vérifie la relation de récurrence :

∀n ∈ N un+1 = 1
4un +

(1
2

)n+1
.

e) Soit (vn)n∈N la suite définie pour tout n ∈ N par vn = E(X2
n) − un. Montrer

que la suite (vn)n∈N est géométrique et déterminer sa raison.

f) En déduire, pour tout n ∈ N, l’expression de E(X2
n) en fonction de n.

I.7. Déduire des deux questions précédentes l’expression, pour tout n ∈ N, de V(Xn)
en fonction de n.

(d’après CCINP 2016)

Problème II. Matrices compagnons

Si (a1, . . . , ap) est un p-uplet de nombres réels, on note C(a1, . . . , ap) la matrice de
Mp(R) suivante :

C(a1, . . . , ap) =



0 0 · · · 0 a1

1 0 . . . ... a2

0 . . . . . . 0 ...
... . . . . . . 0 ...
0 · · · 0 1 ap



II.1. Dans cette question, on suppose p = 3 et A = C(−2, 1, 2) =


0 0 −2
1 0 1
0 1 2

.
a) Calculer le polynôme caractéristique de A.

b) Montrer que A est diagonalisable dans M3(R) ; déterminer une matrice dia-
gonale D = diag(λ1, λ2, λ3) avec λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 et une matrice inversible
P ∈ GL3(R) telles que

A = PDP−1
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II.2. Dans cette question, on suppose p = 3 et B = C(1,−3, 3) =


0 0 1
1 0 −3
0 1 3

.
a) Déterminer le polynôme caractéristique de B et une base de chacun des sous-

espaces propres de B.

b) Montrer que B n’est pas diagonalisable dansM3(R) mais qu’elle est trigona-
lisable dansM3(R).

On considère le vecteur colonne v1 =


1
−2
1

 deM3,1(R).

c) Déterminer un vecteur colonne v2 =


x

y

0

 deM3,1(R) tel que B · v2 = v1 + v2.

d) Déterminer un vecteur colonne v3 =


z

t

0

 deM3,1(R) tel que B · v3 = v2 + v3.

e) En déduire une matrice R inversible deM3(R) telle que B = RTR−1, où

T =


1 1 0
0 1 1
0 0 1


II.3. On revient au cas où p n’est pas nécessairement égal à 3. On pose C = C(a1, . . . , ap).

a) Montrer, par récurrence sur p, que le polynôme caractéristique de C est

χC(X) = Xp − apX
p−1 − · · · − a2X − a1.

b) Montrer que si λ ∈ R, alors le rang de C − λIp est supérieur ou égal à p − 1.
En déduire que les sous-espaces propres de C sont de dimension 1.

c) Montrer que C est diagonalisable si et seulement si le polynôme caractéristique
de C est scindé à racines simples.

II.4. a) On considère un polynôme unitaire P ∈ R[X] de degré p. Montrer qu’il existe
un unique p-uplet (a1, . . . , ap) ∈ Rp tel que P soit le polynôme caractéristique
de la matrice C = C(a1, . . . , ap).

b) Étant donné un polynôme Q de R[X], donner une condition nécessaire et suf-
fisante portant sur Q pour que ce polynôme soit le polynôme caractéristique
d’une matrice.

(d’après Centrale-Supélec 2019)
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Problème III. Étude d’une courbe

On considère deux fonctions f et g de la variable réelle t définies par

f(t) = t2

1− t2 et g(t) = t3

1− t2 .

Dans le plan rapporté à un repère orthonormé direct, on considère le point M(t) de
coordonnées (f(t), g(t)).

On note C la courbe paramétrée
{
M(t) | t ∈ R \ {±1}

}
.

Deux fonctions.

III.1. Déterminer les ensembles de définition des fonctions f et g.

III.2. Calculer f(
√

3) et g(
√

3).

III.3. Justifier que f est une fonction paire et g une fonction impaire. Que peut-on en
déduire pour le point M(−t) par rapport au point M(t) ?

III.4. Déterminer des fonctions équivalentes aux fonctions f et g en +∞. En déduire les
limites de f et g en +∞.

III.5. Déterminer les limites de f et g en 1 à gauche, puis à droite (il y a donc quatre
limites à calculer en tout).

III.6. Justifier que les fonctions f et g sont dérivables sur [0; 1[ et sur ]1; +∞[, de dérivées
respectives

f ′(t) = 2t
(1− t2)2 et g′(t) = t2(3− t2)

(1− t2)2 .

III.7. Déduire des questions précédentes les tableaux de variations des fonctions f et g
sur [0; 1[ ∪ ]1; +∞[, dans lesquels figureront les limites, ainsi que les valeurs de f
et g en

√
3.

Tangente à l’origine et au point M(
√

3).

III.8. Rappeler (sans justification) le développement limité en 0 à l’ordre 1 de u 7→ 1
1−u

.

III.9. Déterminer les développements limités des fonctions f et g en 0 à l’ordre 3.

III.10. Sans calculer les dérivées secondes f ′′ et g′′ des fonctions f et g, montrer que
f ′′(0) = 2 et g′′(0) = 0. Le théorème utilisé sera mentionné.

III.11. En déduire les coordonnées d’un vecteur tangent à la courbe C en l’origine du
repère.

III.12. Déterminer les coordonnées d’un vecteur tangent à la courbe C au point M(
√

3).

Asymptotes. On note D la droite du plan d’équation y = x − 1
2 . Pour t appartenant

à l’ensemble de définition de f , on note N(t) le point de D d’abscisse f(t).
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III.13. Sachant que les limites respectives de f et g en +∞ sont −1 et −∞, donner une
interprétation graphique de la courbe C vis-à-vis de la droite d’équation x = −1
au voisinage de t = +∞. Dessiner sur la copie l’allure de la courbe C et la droite
d’équation x = −1 au voisinage de t = +∞.

III.14. Déterminer l’ordonnée yN(t) de N(t) en fonction de f(t).

On se propose dans la suite de cette partie d’examiner la quantité g(t) − yN(t) qui
représente la distance algébrique entre les points M(t) et N(t).

III.15. Factoriser le trinôme P (t) = −2t2 + t+ 1.
III.16. On considère sur [0; 1[ ∪ ]1; +∞[ la fonction δ : t 7→ g(t) − f(t) + 1

2 . Montrer que,

pour tout t ∈ [0; 1[ ∪ ]1; +∞[, δ(t) = P (t)
2(t+ 1) .

III.17. Quel est le signe de δ(t) lorsque t est au voisinage de 1 ?
III.18. Déterminer la limite de la quantité g(t)− yN(t) lorsque t tend vers 1. Dessiner sur

la copie l’allure de la courbe C au voisinage de t = 1.

Tracé de la courbe.

III.19. En tenant compte des informations issues des questions précédentes et en utilisant
le document-réponse (à rendre avec la copie), tracer la courbe suivante :

C1 = {M(t) | t ∈ [0; 1[ ∪ ]1; +∞[} .

On utilisera l’échelle suivante : 2 cm pour une unité sur l’axe des abscisses et 2 cm
pour une unité sur l’axe des ordonnées. On considérera par ailleurs que

√
3 ' 1,73.

On fera apparaître :
• la droite D ;
• les vecteurs tangents à l’origine du repère et au point M(

√
3) ;

• la droite d’équation x = −1.
III.20. En utilisant une couleur différente ou en pointillés, compléter le tracé précédent en

traçant la courbe suivante :

C2 = {M(t) | t ∈ ]−∞;−1[ ∪ ]−1; 0]} .

(d’après CCINP 2017)

6



DOCUMENT RÉPONSE
(à rendre avec la copie)

Nom et prénom :

II.19 et II.20.

DR1


