TSI2 Mathématiques — Corrigé du concours blanc n°l 2021-22

PROBLEME I. ETUDE D’UNE CHAINE DE MARKOV

I.1. A Dinstant initial, les deux ampoules sont allumées, autrement dit Xy = 2 avec probabilité 1 (loi
certaine). On a donc E(Xy) =2 et V(Xy) = 0.

I.2. Si X,, = 2, cela signifie que les deux ampoules sont allumées a l'instant n. Pour avoir X,,41 = 2, il
faut qu’elles restent allumées. Chacune reste allumée avec probabilité %, et les deux ampoules sont
indépendantes, donc la probabilité qu’elles restent allumées est Px, —o(X,41 =2) = % X % = i.

Au contraire, pour avoir X, 11 = 1, il faut qu’exactement une ampoule grille, c’est-a-dire qu'une
grille tandis que l'autre reste allumée. Comme les ampoules sont indépendantes, la probabilité
que la premiere grille tandis que la deuxieme reste allumée est % X % = %; de méme pour la
probabilité que la deuxieéme grille tandis que la premiere reste allumée. Au final, Px, —o(X, 41 =
h=i+i=}

L3. OnaP(y, 0)(Xpt1=0) =1, Px,o)(Xn41 =2) =0, P(x, 1) (X1 = 1) = 5, Pix, o) (Xng1 =
0) =3, Px,=0)(Xn+1=2) =0, P(x,—0) (X1 = 1) =0 et P(x, —0)(Xp41 =0) = 1.

I.4. Les événements X,, = 0, X,, =1 et X, = 2 forment un systéme complet d’événements. D’apres
la formule des probabilités totales, on a donc

P(Xn1 = 1) = Py, =0 (Xni1 = DP(Xn = 0) + Pex, oy (X = DP(Xo = 1)

= %P(Xn =1)+ %P(Xn =9).

De méme, P(X, 41 = 2) =
iP(X,, = 2), autrement dit

P(X, = 2) et P(Xny1 = 0) = P(X, = 0) + LP(X, = 1) +

1
2

P(X, .1 =0) 1 1/2 1/4\ [P(X, =0)
P(X,.1 =1 =[0 1/2 12| |P(X,=1)
P(X, 1 =2) 0 0 1/4) \P(X,=2)

I.5. a) Par définition, E(X,,) =0-P(X,, =0)+1-P(X, =1)+2-P(X,=2)=(0 1 2)-U,.

b)
1 1/2 1/4 )
LiA=(0 1 2)f(0o 1/2 12| =(0 3 1):§L1.
0 0 1/4

On a donc, pour tout n € N,

1 1
E(Xu11) = LiUnsr = LiAU, = 5 LaU, = 5E(X,).

c) Par récurrence immédiate, pour tout n € N, E(X,,) = 5-E(Xy) = 5.

1.6. a) D’apres la formule de transfert, E(X2) = 0% -P(X,, =0) +12-P(X,, = 1) + 2?°P(X,, = 2) =

LoU,.
b)
1 1/2 1/4
LA=(0 1 4)(0 1/2 1/2]=(0 1 3).

0 0 1/4

On a donc, pour tous o, 5 € R,
0=0-a+0-8 1

LoA=aly + Ly <~ i=a+p — azﬁ:z.

3 =2a+4p

AiIlSi, LQA = %Ll -+ %LQ



¢) Pour tout n € N, on a donc

E(Xnt+1)? = LoUps1 = Lo AU, = 1L1U, + 1L,U, = 1E(X,) + 1E(X}),

or d’apres la question (5) E(X,) = 5=t donc ;E(X,) = 15—t = z=57, ce qui montre le
résultat souhaité.
d) Pour tout n € N, w41 = 2% Par ailleurs,

1 1 _1_1 1 _ 2 __ 1
iUn T 55T = 7357 T 5a7T = 3ndT = 3n-

On a donc bien u,41 = iun + 2”%

e) Soit n € N. Alors, d’apres les questions précédentes,

Un+1 = E(XS-H) —Unt1 = %E(Xi) + 2"% - (%u” + ﬁ)
=1E(X}) - tu, = tv,.

La suite (vp,)nen est donc géométrique de raison %.

f) On a donc, pour tout n € N, v, = 7:v9 = 7= (E(X3) — 327) = 537 (4 — 2) = 5m—7. On en
déduit que E(X2) = v, +u, = 22%1 4L — 12"

on—1 22n—1

1.7. D’apres la formule de Konig-Huygens, pour tout n € N,

142" 1 21

_ 2 2 _
V(X) = E(X )_E(X) T 92n—1  92n—2 ~ 92n—1"

PROBLEME II. MATRICES COMPAGNONS

I1.1. a) On applique la définition du polynéme caractéristique :

A0 2 A—1 A—-1 A-1
Xa(h) =|-1 A o1 |ehdletlsl N
0 -1 x-—2 0 -1 A-=-2
A—1 0 0
C24=C2=C1C5+C3-C1 _1 A+1 0 A=A +1)(X—-2).

0 -1 A-2

b) La matrice A est de taille 3 et admet trois valeurs propres réelles distinctes, =1 et 2 : elle est
donc diagonalisable. Pour construire la matrice P, calculons les sous-espaces propres de A.

:soitX: (12) € R3. Alors :

—2z=x xr=—2z -2
AX =X <— T+z=y <— y=—z donc E; = Vect -1
Yy+2z==z 2 =7 1
A=-—1
—2z=—x x =2z 2
AX = X <~ r+z=—y < y=-3z donc E_; =Vect || -3]].
y+2z=—z = =Z 1
A=2

—2z =2z r=—z -1
AX =2X = r+z=2y = y=0 donc Fy = Vect 0

Y+ 2z = 22="727 1
-2 2 -1 1 0 0
On en déduit que les matrices P=| -1 -3 0 |Jet D= |0 —1 0] conviennent.
1 1 1 0 0 2



I1.2. a)

b)

d)

I1.3. a)

A 0 -1 A—1 A—-1 Ax-—-1
xs(\) =|-1 A 3 |l 3
0 -1 X-3 0 -1 A—3
A—1 0 0
O2t-Cp=Cy,O3+-Cs=Cr | Atl 1 z()\—l)’Ajll )\i?)’
0 -1 A—3

=A=DA+DA=3)+4H)=A-DA=22+1)= (1 -1)3%

La matrice B posséde donc A = 1 pour unique valeur propre triple. Déterminons le sous-espace
propre correspondant :

=2 €r =2z 1
BX =X — r—3z=y <+ y=—2z donc Ej = Vect | | —2
y+3z==z 2=7 1

La valeur propre 1 est triple mais le sous-espace propre correspondant est de dimension 1 < 3,
on en déduit que la matrice B n’est pas diagonalisable. En revanche, le polynéme caractéris-
tique de B étant scindé sur R, B est trigonalisable dans M3(R).

On résout le systéme B - vo = v + v :

0O=14+=z r=—1
B vy =0 vy < r=-24y <= g‘,%f
y=1 y=1

-1
On en déduit que le vecteur vy = ( ! ) est le seul qui convienne.

De méme,
0=-1+4z2 z=1
B-v3=vy+v3 <= z=t+1 = z=T
t=0 t=20

o . . 1
Ainsi, I'unique solution est vz = (8)'

Commencons par observer que le déterminant, dans la base canonique de R3, de (v3, v2,v1) est
triangulaire supérieur a coefficients diagonaux tous non nuls, donc non nul. Ainsi, (vy,ve,v3)
est une base de R3

Le vecteur v; est un vecteur propre associé a la valeur propre 1. D’apres les deux questions
précédentes, on en déduit que la matrice de ’endomorphisme canoniquement associé a B dans
la base (v1,vs,v3) est T. On choisit donc pour matrice R la matrice de passage de la base
canonique de R3 & (v, v2,v3), autrement dit :

1 -1 1
R=[-2 1 0
1 0 0

Raisonnons par récurrence sur p € N*.

Sip=1,alors C = C(a1) = (a1) € M1(R) donc xc(A) = A — ay, ce qui correspond bien a la
formule donnée.

Soit maintenant p € N*. On suppose I’hypothese de récurrence vraie au rang p, c’est-a-dire
que le polynéme caractéristique de toute matrice C(by,...,b,) est donné par la formule de
I’énoncé.



b)

IT.4. a)

Soient donc (a, ..

A 0 0 —aq
-1 A —as
xc () 0 0 (de taille p + 1)
: A —ay
0 0 -1 A—app

On développe ce déterminant par rapport a sa premiere ligne :

yap+1) € RPTL Le polyndme caractéristique de C' = Clay, ..., ap1) est

A 0 0 —as -1 A 0
-1 A —as 0
xe(A) = Al g 0 + (=12 (—an) 0
D : Loy
0 - 0 —1 A—app 0 - v 0 -1
On reconnait dans le premier terme le polynéme caractéristique de C(ao,...,apt+1), pour

lequel on peut appliquer I’hypothése de récurrence puisqu’il est de taille n. Le déterminant du
second terme est triangulaire supérieur et vaut (—1)P. Ainsi,

Xo(A) = AW —ap N7 = —agh — az) + (1) (—aq)
= )\p+l —ap+1)\p — —a3>\2 —ag)\—al,

ce qu’il fallait démontrer.

La proposition est donc vraie par principe de récurrence.

Soit A € R.. Alors

-2 0 0 ai

1 =X . as
C=A,=1 o 0

: . = :

0 -+ 0 1 =X+a

On observe que la sous-famille constituée des p — 1 premieres colonnes de cette matrice ne
peut qu’étre libre (le systéme correspondant & une combinaison linéaire nulle de ces colonnes
est échelonné et posséde pour unique solution la solution nulle). Le rang d’une matrice étant
égal au rang de ses vecteurs colonnes, on en déduit donc que celui-ci est supérieur ou égal a
p—1.

D’apres le théoreme du rang, on en déduit que le noyau de C'— A1, est de dimension inférieure
ou égale a 1. Or, si A est une valeur propre de C, alors Ker(C' — A\,,) = Ker(AI, — C) est
exactement le sous-espace propre de C' associé a la valeur propre A\. On en déduit donc que
tous les sous-espaces propres de C' sont de dimension inférieure ou égale a 1, donc égale a 1
(un sous-espace propre ne pouvant pas étre réduit a {0})

On sait qu’'une matrice est diagonalisable si et seulement si son polynome caractéristique
et scindé et que chaque sous-espace propre est de dimension égale a la multiplicité de la
valeur propre correspondante. D’apres la question précédente, tous les sous-espaces propres
étant de dimension 1, on en déduit que C' est diagonalisable si et seulement si son polynéme
caractéristique est scindé et que toutes les valeurs propres sont simples.

Soit P unitaire de degré p. Il existe donc des coefficients aq, ..
P=XP—a, 1 XP~'—...—ayX —ay. Mais alors, d’apres la question I1.3.a), P est le polynome
caractéristique de la matrice C(aq,...,ap).

4

.,ap tels qu'on puisse écrire



b) D’aprés la question précédente, si @) est unitaire, on peut ’écrire comme polynéme caracté-
ristique d’une matrice C(aq,...,a,) ou = deg@. Réciproquement, on sait que le polynéme
caractéristique de toute matrice est unitaire. Le polynéme @ peut donc s’écrire comme poly-
noéme caractéristique d’une matrice si et seulement s’il est unitaire.

PROBLEME III. ETUDE D’'UNE COURBE

Deux fonctions.

ITI.1. Les fonctions f et g sont bien définies tant que leur dénominateur ne s’annule pas, autrement dit
sur R\ {£1}.

.2, f(v/3) = 125 = —3 et g(v3) = 33 — 33,
IT1.3. On remarque que les domaines de deﬁnltlon de f et g sont symétriques par rapport a l’origine.
De plus, pour tout ¢ # +1,

2

—$)2
F(=1) = 1525 = = = f )
)= 0 = =t~ g
g(— ) =12 T 1-e& T _g( )
On en déduit que la fonction f est paire et la fonction g impaire. Le point M(—t) est donc de
méme abscisse, mais d’ordonnée opposée, au point M (t); il s’agit donc de son symétrique par
rapport a 'axe (Ox).

II1.4. Pour ¢ tendant vers oo, f(t) ~ _t; =—1et g(t) ~ _t—; = —t. On en déduit que f tend vers —1

et g vers —oo

II1.5. Pour ¢ tendant vers 1, le dénominateur 1 — ¢ tend vers 07 si ¢t < 1 et 0~ si ¢t > 1, tandis que les
deux numérateurs t2 et t3 tendent vers 1; on en déduit les quatre limites :

li t) = N t)y=—o0; i t) = N § t) = —o0.
JMm f(t) = Foo;  lim f(t) = —oo;  lim g(t) = +oo;  lim g(t) = —o0
II1.6. Par composition, les fonctions f et g sont dérivables sur [0; 1] et sur |1; +o00[. Pour tout ¢ # 1, on
a
2
{ f(t) = 208 L = iy

2_ 44 2/ 42
g/(t) 3a (f—)t2)2( 2) = (Slt_t2t)2 = t(l(it2t)2)

II1.7. Pour dresser les tableaux de variations, il s’agit d’étudier le signe des dérivées f’ et ¢’. On voit que
" est positive sur [0; 1[U]1; +-00[ et s’annule en ¢ = 0; de son coté, g’ est positive sur [0; 1[U]1;v/3],
puis négative sur [\/g, +oo[, avec annulation en 0 et en v/3. On en déduit le tableau :

t |o 1 V3 +00
i o + I + +
g |0 + | + 0 -
f(t) o/l e S 82 T
gty | 0o/ e S TR

Tangente a I’origine et au point M (1/3).
IIL8. A =1+u-+o(u).

II1.9. Sit — 0, alors t> — 0 donc on peut écrire, d’apres la formule précédente, = t2 =1+t +o(t?).
En multipliant par les numérateurs respectifs, on obtient

ft) =21+ 12 + o(t?)) = t2 + o(t?)
{ g(t) =3 (1 + 2 + o(t?)) = t3 + o(t?)

II1.10. D’aprés la formule de Taylor-Young & P'ordre 3 (car les fonctions f et g sont de classe C3 au
voisinage de 0, par composition) on peut écrire

{ F(@) = J(O0) +t£'(0) + 5 £7(0) + 5 f7(0) + o(t?)
9(t) = 9(0) + tg/(0) + 5.9"(0) + 59" (0) + o(t?)

5



Par unicité du développement limité, on peut identifier ces formules avec celles de la question
2
précédente. En particulier, en identifiant les termes de degré 2 : & f”(0) = ¢* donc f”(0) = 2 et

%g”(()) = 0 donc ¢”’(0) = 0.

IIT1.11. On a M(0) = (0,0) donc un vecteur tangent a la courbe en 'origine du repére est donné par le
premier vecteur dérivé non nul de (f,g) en ¢t = 0. D’aprés les questions précédentes, il s’agit du
vecteur dérivé d’ordre 2 et il vaut (g) Un vecteur tangent a C en l'origine est donc ((1))

I11.12. On a ¢’(v/3) = 0 mais f/(v/3) # 0, donc la courbe admet en M(y/3) une tangente horizontale.
Un vecteur tangent est donc (}).

Asymptotes.
II1.13. On en déduit que la courbe C admet une asymptote verticale d’équation x = —1 au voisinage de
t = +o0.
i
=1

1

1

1

: On note que f(t) < 1 et g(t) — —oo donc
| la courbe reste a gauche de 'asymptote et se
: dirige vers le bas.

1

1

1

|

II1.14. Par définition, N(¢) est le point de D d’abscisse f(t). Une équation cartésienne de D étant
y=x— %, onadoncyyy = f(t) — 3.

II1.15. On remarque que ¢ = 1 est racine : on peut donc écrire P(t) = =22 +t + 1= —2(t — 1)(t + 3).

I11.16. Pour tout t # 1,

33—t 1 t2(t—1) 1 -2 1
(t):72 = 7 = 4
-2 "2 (1-0d+t) 2 1+t 2
En réduisant au méme dénominateur, on obtient
5(t) = —2t*+(1+t)  P(t)
2014t 21+t

II1.17. Pour tout ¢t au voisinage de 1, le dénominateur 1 + ¢ est positif. Pour ce qui est du signe du

numérateur P(t), on utilise la factorisation de la question (14) :
t 1
) _ — . , .
P . On en déduit qu’au voisinage de 1, 4(t)
2 est positif si ¢t < 1 et négatif si t > 1.
t-1)]—- 0 +
Pt) [+ 0 —
s . P
IT1.18. D’apres la question (14), g(t) —yn) = 0(t) = 2(17(_3) Lorsque t — 1, 14+t — 2 et P(¢t) — 0 donc

0(t) — 0. On en déduit que la droite D est une asymptote oblique de la courbe C au voisinage de
t=1.

Pour t — 17, f(t) et g(t) tendent vers +oo
donc la courbe se dirige vers le haut a droite;
on a d(t) > 0 donc la courbe est au-dessus de
son asymptote.

Pour ¢ — 17, f(t) et g(t) tendent vers —oo
. donc la courbe se dirige vers le bas a gauche;
R on a §(t) < 0 donc la courbe est en-dessous de

. son asymptote.




Tracé de la courbe.

IT1.19. et 1.20. .
\~ —— %\/g 4




