TSI2 Mathématiques — Corrigé du devoir surveillé n°5 2021-22

EXERCICE 1

Q1. La fonction t — exp(—t?) est continue et positive sur [0; +oo, I'intégrale admet une impropreté
en +oo. Pour tout t > 1, t2 >t donc 0 < exp(—t?) < exp(—t). Or f0+°° exp(—t) est convergente,
on en déduit que l'intégrale I est convergente d’apres le théoréme de comparaison.

I.A. Trois suites d’intégrales.

Q2. Pour tout 2 > —1, on pose p(x) = x —In(14z). C’est une fonction dérivable par composition et,
pour tout > —1, ¢'(z) =1 — 1_%90, qui est donc négative sur |—1;0] et positive sur [0; +oo|. La
fonction ¢ admet donc un minimum en z = 0 : pour tout > —1, ¢(x) > ¢(0) = 0. Autrement
dit, pour tout z > —1, > In(1 + z).

Q3. Soient n € N* et t € [0;/n]. On pose x = —% > —1. D’apres la question précédente, on a donc

12 2
In <1 — > < ——.
n n

On multiplie par n les deux membres de 'inégalité, puis on compose par ’exponentielle (ceci ne
change pas le sens car n > 0 et Uexponentielle est une fonction croissante) :

exp (nln (1 - 1:)) < exp(—t?),

t2 n 2

1— ) <exp(—t2).

< n) < exp(—t7)
t2

Q4. On procede de méme qu’a la question précédente, en posant x = > > 0 > —1. On en déduit

autrement dit

In (1 + %) < %, puis on multiple par —n (ce qui change le sens de I'inégalité) et on applique

; . 2 t? _ t?
Pexponentielle : exp(—t?) < exp (—n In (1 + ;)) = (1 + ;)
—n
Q5. La fonction t — (1 + %) est continue sur [0; +oo[ (par composition) et positive. On a une

n

-n -n n
unique impropreté en +oo. Mais pour ¢t — +o00, 1 + % ~ % donc (1 + %) ~ (ﬁ) ~ -

+oo pm o0 . , .
Or fl mwdt = n" 1 ;;EL est convergente car c’est une intégrale de Riemann d’exposant

—n
2n > 2 > 1 (car n > 1). On en déduit, par théoréme de comparaison, que f;roo (1 + %) dt

n
converge, donc que fOJrOO (1 + %) dt (puisque la fonction intégrée est continue sur [0;1]).

< exp(—t?) pour tout t € [0;y/n]. Par croissance de lintégrale (car

n

0 < /n), on en déduit que u, < I,.

Q6. Dapres Q3, (1 _ L)

Q7. De méme qu’a la question précédente, d’apres I'inégalité montrée a la question Q4.
Q8. L’inégalité de gauche u,, < I, est démontrée a la question Q6. D’autre part, d’apres Q6, I, <
—n
foﬁ (1 + %) dt. Mais, d’apres la relation de Chasles, on peut écrire

+oo t2 -n \/ﬁ t2 -n “+o0 t2 -n
o [ s [T e [ ()
0 n 0 n \/ﬁ n

n
et lintégrale de droite est positive car la fonction ¢ — (1 + %) est positive sur [/n; +oo[ et

—n
les bornes sont dans le bon ordre (y/n < +00). Autrement dit, v, > fo\/ﬁ (1 + %) dt; donc
v, > I, d’apres Q6.



I.B. Calcul de l’intégrale de Gauss.
Q9. Comme suggéré dans 1’énoncé, on va faire le changement de variables t = \/n sinz, de classe C*.
La relation entre les éléments différentiels s’écrit dt = /n cosz dzx et, pour les bornes, on a

{ t=0 <= nsinz=0 < sinz=0doncz=0
t=yn < nsinzx=/n < sinx=1doncz =7

Ainsi,
v 2\" /2 nsin?z\"
un:/ (1—) dt:/ (1—) Vn coszdx
0 n 0 n

/2 /2

= \/ﬁ/ (1 —sin® z)" cosz dz = \/ﬁ/ (cos? )" cosz dz
0 0

=VNnaznp41-

Q10. De méme qu’a la question précédente. On a dt = % dz (on se souvient de 1’égalité ﬁ =

1 +tan?2), avec en bornes t = 0 donc # = 0 et t — +00 <= tanz — +oo donc x — /2.
S’agissant d’une intégrale impropre, on vérifie de plus que z — /n - tanx est une fonction
strictement croissante sur [0;7/2[. Alors

—+oo t2 —-n 71'/2
Uy = / (1 + ) dt = / (1+tan®z)™" \/ZH dz
0 n 0 COoS“ X

/2 1 " dr w/2
= \/ﬁ/ = \/ﬁ/ cos®" 2z dx
0 cos? x cos? x 0

= Vnazn—2-

Q11. D’apres les questions Q8, Q9 et Q10, on a donc, pour tout n € N*, \/nasp+1 < I, < v/nasp_o.
Par ailleurs, d’apres le préambule de la partie I.B, a, ~ /- donc

s nm 1
Viasns1 ~ Vs ~ I o V.

De méme, /nas,_» — %\/7? Par théoréme d’encadrement, on en déduit que I,, — %\/77
n—-—+oo n——+oo

Par ailleurs, I,, = foﬁ exp(—t?)dt - fOJrOO exp(—t?)dt = I (car on a montré en Q1 que
n—r+00

cette intégrale converge). Par unicité de la limite de la suite (I,)nen+, on en déduit que I = %\/E

ExXERcICE II

Q1. On peut écrire Is = P(1,0) et N = P(0, 1), qui appartiennent donc bien & F.

Q2. Il est évident que F est inclus dans M3(R), que 0 = P(0,0) € F, et on vérifie facilement que F'
est stable par combinaison linéaire, c’est donc bien un sous-espace vectoriel. La famille (I3, N)
est visiblement libre (ces deux matrices ne sont pas proportionnelles). Enfin, par définition, toute
matrice de F' s’écrit sous la forme (%l (Z Z) = al3 +bN € Vect(I3, N); la famille (I3, N) est donc
génératrice de F', c’est donc une base. ‘

Une maniére alternative de résoudre cette question est de considérer I’application ¢: R%2 — F
définie par ¢(a,b) = P(a,b). On montre facilement que c’est une application linéaire injective et
surjective, bref un isomorphisme. On en déduit que F' = Im ¢ est un sous-espace vectoriel. Par
ailleurs, les matrices Is = P(1,0) et N = P(0,1) sont I'image par 'isomorphisme ¢ d’une base
de R? (la base canonique), elles forment donc une base de F.

Q3. (a) N? = (i % i) = P(2,1) = 213+ N. Autrement dit, les coordonnées de N? dans la base (I3, N)
sont (2,1).

(b) D’apres la question précédente, N2 = 213 + N donc N? — N = 213, ou encore N(N — I3) =

2I3. On en déduit que N est inversible, d’inverse N~! = %(N —1I3) = —%I:g + %N. Ainsi,

N~1 € Vect(I3,N) = F et ses coordonnées dnas la base (I3, N) sont (—3,1).
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(c) N est inversible donc 0 n’est pas valeur propre de N.

Q4. (a) Pour tout A € R,

A -1 1] [A—=2 -1 -1 [A-2 -1 -1
xvA)=]-1 A —1/=[A-2 X —1/=| 0 A+1 0
—1 -1 A| |[A=2 -1 A 0 0 41

=A=2)A+1)?

On en déduit que N admet deux valeurs propres réelles distinctes : —1 (de multiplicité 2) et
2 (de multiplicité 1).

(b) On calcule les sous-espaces propres. Soit X = (g;:) € R3. Alors :

y+z=—x
NX =-1 << rT+z=—y <= z+y+z=0
rT+y=-—z

donc E_; = Vect (( —31) , (_(1)1 )), de dimension 2.

Par ailleurs,

Y+ z=2x
NX =2X — rT+z2=2y <= r=yY==2
r+y=2z

donc FEy = Vect (( % )), de dimension 1.

La somme des dimensions des sous-espaces propres est égale a la taille de la matrice IV, on en
déduit que celle-ci est diagonalisable ; on peut donc écrire N = PDP~! avec

1 1 1 -1 0 0
P=1-1 0 1 et D=0 -1 0
0 -1 1 0 0 2

Q5. On procede par récurrence sur N. La propriété est vérifiée pour n = 0 : N° = I3 = P(1,0). Ainsi
ag = 1let b() =0.
Soit maintenant n € N. On suppose qu'il existe a,,, b, € R tels que N* = P(a,, b,). Alors
0 1 1 an by by
N = Nx N"=N x Plap,b,) =1 0 1| x|b, an bn
2b,, ay, +b, an,+b,
=|a,+b, 2by, an +by | = P(Qb'm an + bn) = P(an+17 bn+1)
an +b, a,+0b, 2b,,
en posant a,+1 = 2b, et b,+1 = a, + b, (ce qui est équivalent a I’écriture matricielle donnée dans
Pénoncé).
Par principe de récurrence, la propriété est donc vraie pour tout n € N.
Q6. On calcule le polynéme caractéristique de A. Pour tout A € R,
A -2
-1 A-1

Ainsi, A posséde deux valeurs propres simples : —1 et 2. En particulier, comme elle est de taille

XA()\):‘ ‘:)\()\—1)—2:>\2—>\—2:()\—2)()\+1).

2, elle est diagonalisable.

Etudions les sous-espaces propres. Soit X = (2) € R2
2y = —x -2
AX = - X <— <= x=-2y donc FE_; = Vect .
r+y=—y 1

= 1
AX =2X = { 2y =22 < x =1y donc E2:Vect(< >>
rT+y=2y 1
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Ainsi B = ( 01 O) et Q = ( 2 1) conviennent.

Q7. Pour tout N € N, A" = (QBQ )" = QB"Q~*. Calculons Q1.

Qs.

Ainsi, a, =

22l D~ 3 )~ (0 s )
—2 02/3 —2/3 1 0|-1/3 1/3
N(o 1‘1/3 2/3)”(0 1‘1/3 2/3)

Ainsi, Q7' = 1 <_11 ;), donc

o 1/-2 1\ /(=)™ 0 -1 1
n __ n 1_ -
A"=Q5"Q _3(1 1)(0 2")<1 2)
71 2(_1)n+1 on 1 1 71 2(_1)77, +2n 2(_1)n+1 +2n+1
3\ (= 2n)\ 1 2 3\(-Dnflyom (—1)n 4 2ntd
On utilise les relations établies en Q5. Pour tout n € N,
A\ _ gn(00Y _ 1 2(=1)m 427 2(—1)7Ht 4 ontl n _ 1 2(-)m +2m
bn) bo) 3 \(=1)"tt42n (=1)n 4 2ntt 0) ~ 3\(=1ntt 4 on

_1)"a9on _\n+1,on
2( 1)3+2 etbnz( Dty

3 , et donc

2(_1)n + 2n (_1)n+1 +2n (_1)n+1 + 2n
(1)t 4 2m 2(=1) 427 (=1t 4on
(_1)n+1 + on (_1)n+1 + on 2(_1)71, + on

N" = P(anabn) =

Wl

EXERCICE 111

III.A. Loi de X.

Q1.

Q2.

Q3.

Q4.

Le résultat de 'expérience peut étre n’importe quel numéro de place supérieur ou égal a s. Ainsi
X(Q)={neN]|n>s}.

Soit n > s. L’événement (X = n) revient a dire que les n— s places entre s et n—1 (inclus) étaient
occupées, mais que la place numéro s est libre. La probabilité qu’'une place soit occupée est (1—p)
et la probabilité qu’elle soit libre est p. De plus, les occupations des places sont indépendantes les
unes des autres. On en déduit que P(X =n) = (1 — p)" *p.

OnaYQ)={n—-s+1|neXw)}={n—-—s+1]|n>s}=N* Deplus, pour tout n € N*,
PY=n)=PX=n+s-1)=(1- )”_lp On reconnait une loi géométrique de parameétre p
et on en déduit immédiatement E(Y) = et V(y) = %.

Par linéarité de l'espérance, E(X) (Y +s—-1)=EY)+s—-1= % + s — 1. De plus,
1—

V(X):V(Y+s—1):V(Y):

P

ITI.B. Calcul de la distance moyenne a 1’arrivée.

Q5.

D’apres la formule de transfert,

D, =E(X —d|) = Z|n—d\ =n).

On sépare cette somme en deux suivant le signe de n —d : sin < d, alors [n —d| = d —n; en
revanche, si n > d, alors |n — d| = n — d. Ainsi,

d “+00
Dy=>(d—n) P(X =n)+ Zd: (n—d)-P(X =n)
n=s n=d+1



Q6. Soit k € N. Par définition,
k+1 9\?
Ukt1 = ZZ:O(]C—F 1—1) (10> .
Comme suggéré, on effectue le changement d’indices j =i — 1 dans la somme :
k 9 j+1
s = S0 i)

On sépare le terme 5 = —1 du reste de la somme, puis on met un % en facteur de la somme
restante pour reconnaitre uy :

wper = (k + 1) (190)0 +Zk:(k:—j) (190)]'+1 k4l foio(k:—j) <ﬁ)>]

Jj=0 Jj=0

On obtient bien la formule souhaitée.
Q7. On commence par calculer ug = 0, qui est bien égal a 10 -0 — 90 4 90 (1%)0 =0.

Soit maintenant k£ € IN. On suppose que u = 10k — 90 + 90 (f’—o)k. Alors, d’aprés la question
précédente,

9 9 9\"*
umlzld%+k+1:10(mk—9ﬂ+%<HJ >+k+1

k+1 k+1
— 9k — 81 i 1 =10k — -~
9k — 8 +9O<10> +k+ 0k 80+90(10)

9 k+1 9 k41
10k90+10+90<10> 10(k+1)90+90<10> .

On reconnait la propriété souhaitée au rang k + 1. Ceci conclut la démonstration de I’hérédité;
par principe de récurrence, la formule est donc vraie pour tout k € N.

Q8. On injecte l'expression de P(X =n) (avec p = 1—10) dans S1, puis on fait le changement d’indices
1=n—35:

d n—s d—s %
9 1 1 . 9 1
S1=> (d=n) (10) TRET DA (10) = qpld-s
n=s =0

On utilise alors le résultat de la question précédente :

d—s
1
Slzud_szd—s—9+9<9) .

10 10
Q9. On a
“+o00 d
Sp=S= Y (n—d)-P(X=n)-> (d—n) -P(X =n)
n=d+1 n=0
+00 d I
= > (n—d)-P(X=n)+» (n—d) P(X=n)=> (n—d)-P(X =n).
n=d+1 n=0 n=0

On reconnait I'écriture de E(X — d) d’apres la formule de transfert. Or, d’aprés Q4, E(X) =
%—4—5—1:9—1—3. Ainsi,
9

9 d—s d—s
= E(X —d)=d—s— — —d=9(— .
S =51 + E( d=d-s 9+9<m> +9+s—d 9(m>

Au final,

9 d—s d—s+1
DS—S1+Sg—d—S—9—|—18<1O) —d—5—9—|—20(10> .
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ITI.C. Optimisation.

Q10.

Ds+1*Ds:df(erl)Jrlf%Jr%(lfp)d*Sf(dferlf%Jr%(lfp)d*SH)
=-1+2(1-p - (1-p)" M) =1+ 21 -p* (1~ (1-p))
=—14+21—p)t=.

Q11.
1
D1 —D, >0 <= 21 -p)*>1 «— (1fp)d782§ <~ (d—s)ln(l1—p)>—1n2
s dos< M2 o g M2 s>d+lni2
~ In(1-p) - In(1 - p) - I(l-p)

Q12.

Q13.

On en déduit que la suite D; est initialement décroissante, puis croissante. Le premier indice s

pour lequel D; 1 > Dy est le plus petit entier supérieur a o = d + 1né§13p)'

C’est donc pour cette
valeur de s que la valeur de Dy est minimale.

La stratégie optimale consiste & commencer a chercher une place a partir du s pour lequel la
distance moyenne a l'arrivée D, est minimale. D’apres la question précédente, s est le plus petit
entier strictement supérieur a o = d + 131“0?9'

En prenant le logarithme de I’encadrement donné dans 1’énoncé, on trouve —% < 1111n0é9 < —%
donc —7 < lrllnozg < —6,doud—-7 < a < d— 6. L'indice s a choisir est le plus petit entier

strictement supérieur a «, donc d — 6. En d’autres termes, on doit commencer a chercher une
place a partir d’une distance a l’arrivée de 6 (incluse).

Dans la fonction distance, la variable X représente le numéro de la place ou 'on essaie de se
garer. L’expérience commence pour X = s, puis on incrémente X de 1 tant que la place numéro
X n’est pas libre (autrement dit, tant qu'une épreuve de Bernoulli de parametre p est un échec).
La fonction complétée est donc

def distance(s,d,p):
X=s
while not Bernoulli(p):
X=X+1
10 return abs(X-d)
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