TSI2 Mathématiques — Corrigé du concours blanc n°2 2021-22

I Décharge et charge d’un condensateur

1A -

Q1. Les solutions de (1) sont les fonctions ¢ — Ae™*/7 pour tout A € R.
Q2. D’aprés la question précédente, on a u(t) = uge~*/7. Il s’agit de résoudre I'inéquation u(t) < %uo.
Autrement dit, (les nombres ug et 7 étant strictement positifs) :

1 t
uoeft/TSE = "< = —Z<-Inl0 < t>7Inl0.
10 10 T
On adonct; =7In10 ~ 2,37.

I1.B -

Q3. On résout I'équation (2) pour t > t;. Les solutions de I’équation homogene sont de la forme
Xe /7 et une solution particuliére est la fonction constante égale & U. On en déduit que les solutions
de (2) sont les fonctions t — Ae™*/7 + U. La condition initiale u(t,) = 75 donne A = (5§ — U)elt/T,
autrement dit u(t) = Let1=9/7 4 (1 — e(i=t)/7),

Q4. Sur lintervalle [0;¢1], la fonction w est strictement décroissante. Sa dérivée & gauche en t; vaut
—lu(tl) — _ U0

T .. 107 ° U u
Sur Uintervalle [t1;400[, on a u/(t) = (£ — {&
sante si U > {§, strictement décroissante si U < {§ et constante dans le cas ou U = {§. Dans tous les

) et =1/T T,a fonction u est donc strictement crois-

10>
cas, la dérivée a droite de u en t; vaut % — 0% et sa limite en +o00 est U.
Q5. De gauche a droite : U > 18, U = 13, U < 5.

I.C -
Q6. On utilise la premiere formule :

t1 u
E(t1) = E(to) + ) Cu(s)u'(s)ds = E(to) + % [uQ(t)]; = E(ty) + % (O - u2> = 2—300113.

Q7. De la méme maniere, pour tout t > tq,

E(t) = E(h) + % [W3(s)]; = %ﬂ(t).

Q8. D’apres Q4, u(t) tend vers U lorsque t — +00. On en déduit que E(t) tend vers %U?

IT La méthode d’Euler

II.A — Résultats préliminaires

ILA.1)

Q9. Pour tout € R, on pose p(z) = ¢7* — 1 4 x. C’est une fonction dérivable (par composition)

et, pour tout z € R, ¢'(z) = —e™® 4+ 1, qui est donc négatif si z < 0 et positif si x > 0. On en déduit
que ¢ admet un minimum en 0, celui-ci vaut ¢(0) = 0. Ainsi, pour tout z € R, ¢(z) > 0, ce qui est
équivalent a l'inégalité demandée.



Q1o.

I1.A.2)

0

~ =
In(1 —In(1
Q11. La fonction In est dérivable en 1. Par définition, on a donc lir% M
e— S

Q12. Soit x € R. La suite (£),en+ tend vers 0 lorsque n tend vers 4-o00. Pour tout € > 0, il existe

donc N € N* tel que, pour tout n > N, || < €. En particulier, pour ¢ = %, on obtient le résltat

=In'(1) = 1.

souhaité.
Q13. Pourtoutn > N,ona —2 < Z < % donc 1+ 7 > % > 0, ainsi In(1+ £) est bien défini (et donc

2 —n
la suite étudiée 'est). De plus, £ tend vers 0 donc, par composition des limites et d’apres Q11 :

In(1+2x/n) 7z1n(1+z/n) notoo,
1/n z/n

Q14. Pour tout n > N,

(1+%)n:exp (nln(lJr%)) — exp <ln(114;5/n)> notoo, ox

d’apres la question précédente et par continuité de la fonction exponentielle.

I1.A.3)

Q15. On utilise les développements limités pour déterminer des équivalents du numérateur et du
dénominateur : pour z — 0, e ™* =1 -z + % + o(x?) donc e™® — 1+ ~ L;
T _ 14z ;1;2/2 x—0
< l—e*wl ~ T % 0

II.B — Schéma d’approximation par la méthode d’Euler

et 1 —e™® ~ x; dou

Q16. On résout I'équation différentielle (3) avec la condition initiale y(0) = ¢ : f(t) = ce~** pour
tout ¢ € [0; 7).

Q17. Ladroite D, est de coefficient directeur —\y,, donc son équation cartésienne s’écrit y = — Ay, t+b
pour un certain b € R & déterminer. On sait de plus que la droite passe par le point (¢,,y,), donc y,, =
—AYnt,+b, autrement dit b = y,, +At,,. Au final, une équation cartésienne de D,, est y = y,, — A\yn (t—t5,).

Q18. La valeur y,, 41 est 'ordonnée du point de D,, d’abscisse t,, 1. Autrement dit, d’apres la question
précédente, Yni1 = Yn — AYn(tnt1 — tn). Par définition des instants t,, on a tp,41 — t, = h, don
Ynt+1 = Yn(1 — AR).

Q19.

Q20. La suite (y,)nen est une suite géométrique de raison (1—Ah) et de premier terme yo = f(0) = c.
Ainsi, pour tout n € [0, N], y, = ¢(1 — Ah)™.

Q21. D’apres la question précédente, yy = c(1 — b)Y = (1 — /\%)N. On retrouve la limite de Q14,

o . N—+ _
avec © = —\T : ainsi yy ——— e~
II.C — FEtude de Uerreur de consistance du schéma d’approximation

Q22. Par définition, pour tout n € N, ,(h) = ce™* — (1 — Ah)ce M»-1. Mais ¢, = t,,_; + h donc
e A = = Albn1th) — o= Ae=Mu1 Do g, = (67N — 1 4 Ah)ce M1,
Q23. Le premier facteur est évidemment positif. D’apres Q9, le second facteur est également positif.
Ce réel est donc positif.
Q24. D’apres les deux questions précédentes, pour tout n € [1, N|, e,(h) = |c|le Mr=1 (e~ — 14 \h).
N
On a donc e(h) = |¢[(e™*" — 1 4+ \h) Z e n=1_ Bt comme t,_; = (n — 1)h pour tout n, on reconnait
n=1
une somme géométrique (de raison e~ £ 1 car h # 0). Ainsi :

1 — ¢ ANH

N
e(h) =lel(e™™ =1+ Ah) Y e XD = e(h) = fe|(e™ — 1+ M)~

n=1



Q25. On a, d’aprés Q15 (avec z = Ah — 0) :

_ e M 14+ M oo
e(h) = Jel(1 — e X)L 220

II.D — Etude de la stabilité du schéma d’approzimation
II.D.1)

Q26. Par définition, A et h sont des réels strictement positifs donc 1 —a = Ah # 0, ce qui prouve que
r est bien défini.

Q27. Pour tout n € N, up11 = 2Znt1 — Ynt1 = a2p + 1 — ayp = ay + 1.

Q28. Pour tout n € N, vy41 = Upq1—7 = QUp +1— 17 = AUy — 7% = a(u, —7) = av,. On en déduit
que la suite (v, )neN est géométrique de raison a. Ainsi, pour tout n € N, v, = a™vo = a" (20 —yo— 7% ),
puis u, = a"(z0 — Yo — 1) + 75 -

I1.D.2)

Q29. Les suites (uy)neN €t (vn)nen different d’une constante ; ainsi 'une est bornée si et seulement
si Pautre l'est. La condition ug # r implique que vg # 0; la suite géométrique (v, )nen est donc bornée
si et seulement si sa raison est de valeur absolue inférieure ou égale a 1, autrement dit |a| < 1.

Q30. On reformule la condition de la question précédente : [1 —Ah| <1 <= —-1<1-M <1 <=
Ah < 2.

I1.D.3) Exemple

Q31. Dans cette question, nous avons u, = 1= — 77 et f(t,) = f(nh) = e~ 10nh,
e Pour tout h > 0, la suite (f(¢,))nen est bornée car convergente (vers 0) ;
e Si on prend par exemple h = 1, on obtient |a|] = 99 > 1, et la suite (up)nen n'est donc pas

bornée.

III Etude de la stabilité d’un schéma numérique dans le cas
d’un systeme différentiel

III.A - Etude d’un systéme différentiel
IIT.A.1)

-3 1
-1
Q32. A_2<1 _3).

Q33. La matrice A est symétrique et a coeflicient réels. D’apres le théoreme spectral, elle est donc
diagonalisable (en base orthonormée).

Q34. D’apres le théoréme spectral, on peut diagonaliser A en base orthonormée. 11 s’agit donc ici
de vérifier que —1 et —2 sont des valeurs propres de A. On peut par exemple calculer le polynéme
caractéristique de A :

A+
-3 A+

[SJ[eY

—1 9 1
2 :)\2+3>\+7—1:)\2+3/\+2:(>\+1)(>\+2).

xa(A) = ’ 1

[S][eY

On en déduit que les valeurs propres de A sont —1 et —2, ce qui démontre le résultat souhaité.

Q35.
X —Dx e {TmTm [ a =T Ry
xh = —2x9 To(t) = pe= 2 ’



I11.A.2)

Q36. Pour tout h > 0, det(Iy — hA) = h?det($1; — A) = h?xa(+) = 1+ 3h + 2h* > 0, la matrice
I — hA est donc inversible.
Q37. D’apres Q34, on peut écrire
_ _ 1+h 0 _
_ _7 _ 1_ _ 1_ 1
Ib —hA=1,—hPDP P(I; — hD)P P ( 0 14 Qh) P

1+h 0

Cette matrice C), = ( 0 1420

) est inversible car diagonale a coefficients non nuls, et son inverse

0 _1

1
— 0
est C’;l = <1+h ) Mais alors
112h

1 0
Bp=(I,—hA)t=p(1Hr | | P!
14+2h

donc, pour tout n € N,

1 0 \" L 0
Br=p(Hr | pl=p [ 00" N
0 14+2h 0 (A+2hr)"

al

b/

1 a’
P'B" = P7'B'P.PTU = <(1+h) 0 ) PU = <<1+b’>" ) noteo, <0> .

1
0w (EE=nn 0

Q38. Notons U = (Z) et P7U = ( ) Alors, pour tout n € N,

Mais alors B"U = P . P~*Bhy 2252, ¢,
III.B — M¢éthode d’Fuler

Q39. F étant solution du systéme différentiel (5), elle est en particulier dérivable en chaque point de
[0; T]. On en déduit que la limite étudiée existe et vaut F'(t) ou encore AF(¢).

Q40. Par définition, on a (Y41 —Y,) = hAY,_; donc (I, — hA)Y,11 =Y, autrement dit Y11 =
BLY,.

Q41. On en déduit que Yy = Bi'Yy.

Q42. Pour tout n € N, Upy1 = Zyy1 — Y41 = BpZ, +V — BpY, = Bp(Z, - Y,) +V = B, U, + V.

Q43. Les valeurs propres de Bj, sont p%h et ﬁ En particulier, 0 n’est pas valeur propre de By,
elle est donc inversible.

Q44. On a U,y1 — BrU, =V = (I3 — By)Us donc Uy 41 — Uy = BrU,, — BrUs = Br(Uy, — Us).

Q45. Pour tout n € N, V,, = BiVy = By (Uy — Ux), alors U, = Us + BpUy — BjUs = (I2 —
Bp)Us + By U.

Q46. D’apres Q38, nEIJIrlOO BjiUs = ngr-lr-loo BpUy = 0. Or U,, = Uy — Bi'Uss + BJ}Uy, elle converge

donc vers Uy,. En particulier, c’est une suite bornée de vecteurs.



