
C
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ie
r
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va

ca
nc
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M

at
hé

m
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iq
ue

s

T
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Form
ulaire

Voir
les

réponses
et

se
tester

sur
sophieand.me.

Form
ules

trigonom
étriques.

C
onnaître

par
cœ

ur
ou

savoir
retrou-

ver
rapidem

ent
(t
<

30
s,sans

erreur
de

signe
ou

autre)
:

valeurs
des

fonctions
cos,sin

et
tan

en
0,

π6 ,
π4 ,

π3 ,
π2 .

cos(−
θ);

sin(−
θ);

tan(−
θ);

cos(θ+
2
π);

sin(θ+
2
π);

tan(θ+
π);

cos(π
±
θ);

(sin
π
±
θ);

cos(
π2
±
θ);

sin(
π2
±
θ);

cos(a±
b);

sin(a±
b);

tan(a±
b);

cos(2a)
(3

form
ules);

sin(2a);
tan(2a);

cos 2
θ

+
sin

2
θ;

linéarisation
de

cos 2
θ
et

de
sin

2
θ;

D
érivées.

C
onnaître

les
dom

aines
de

définition,de
dérivabilité

et
les

dérivées
des

fonctions
suivantes

:
x
7→
x
α

(distinguer
α
∈

N
,
α
∈

Z
,
α
∈

R
);

x
7→
√
x;

x
7→
e
x;

x
7→
a
x

(a
>

0);
x
7→

ln
x;

x
7→

cos
x;

x
7→

sin
x;

x
7→

tan
x
(2

form
es);

x
7→

arccos
x;

x
7→

arcsin
x;

x
7→

arctan
x
.

C
onnaître

les
form

ules
de

dérivation
suivantes

:

(u
+
v) ′;

(λ
·u) ′;

(u
×
v) ′;

(
1u )
′;

(
uv )
′;

(v◦
u) ′;

(u
n) ′;

( √
u) ′;

(exp
u) ′;

(ln
u) ′;

(cos
u) ′;

(sin
u) ′;

(tan
u) ′;

(arcsin
u) ′;

(arccos
u) ′;

(arctan
u) ′.

P
rim

itives.
C
onnaître

par
cœ

ur
ou

savoir
retrouver

rapidem
ent,sur

chaque
intervalle

du
dom

aine
de

définition,une
prim

itive
desfonctions

suivantes
:

x
7→
x
α

(α
6=
−

1);
x
7→

1x ;
x
7→
e
a
x;

x
7→

cos(a
x);

x
7→

sin(a
x);

x
7→

ln(x);
x
7→

1
x

2+
a

2 ;
x
7→

1
√
a

2−
x

2
.

D
éveloppem

ents
lim

ités.
Savoir

donner
à
tout

ordre
le

développe-
m
ent

lim
ité

des
expressions

suivantes
(x

étant
au

voisinage
de

0)
:

e
x;

cos
x;

sin
x;

ln(1
+
x);

arctan
x;

1
1−

x ;
1

1
+
x ;

(1
+
x)
α;

tan
x
(à

l’ordre
3
uniquem

ent).

2

A
vant-propos

C
e
cahier

a
pour

objectifde
vous

perm
ettre

de
re-

prendre
lesm

athsen
douceurpourlesdernièresse-

m
ainesdevacances.Iln’estpasobligatoire,m

aisles
notions

abordées
dans

les
exercices

(quiont
toutes

étévuesen
classecetteannée)ainsiquelesform

ules
de

la
page

7
seront

supposées
connues

de
toutes

et
tous

au
m
om

ent
de

la
rentrée.

D
esindicationspourla

résolution
dechaqueexer-

cice
sont

présentes
en

page
6.

Bonne
fin

de
vacances!

E.B.

1

Soit
f
la

fonction
définie

par

f(x)=
arctan

x
+

arctan
1x
.

(1)
D
onner

le
dom

aine
de

définition
et

le
dom

aine
de

dérivabilité
de

f.
(2)

Vérifierque
la

dérivée
de

f
estnulle.Q

u’en
déduit-on

concer-
nant

la
fonction

f
?

(3)
C
alculer

f(1)
et
f(−

1).Est-ce
com

patible
avec

le
résultat

de
la

question
(2)?

Sice
n’est

pas
le

cas,où
est

l’erreur?

2

D
éterm

iner
les

lim
ites

suivantes
:

limx
→

0
x

>
0 (1

+
x) 1

/
x

et
limx→

0 cos(2x)−
cos(x)

x
tan(x

/2)
.

Illustrations
:Sylvain

Tegroeg
pour

le
jeu

H
idden

Folks.
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In
di

ca
ti

on
s

1.
D
an

sl
et

hé
or
èm

e«
f
′
=

0
=⇒

f
co
ns
ta
nt
e»

,q
ue

lle
pr
op

rié
té

do
it
vé
rifi

er
le

do
m
ai
ne

de
dé

fin
iti
on

de
f
?

2.
Po

ur
la

pr
em

iè
re
,u

til
ise

rl
a
dé

fin
iti
on

de
la

fo
nc

tio
n
pu

iss
an

ce
a
b
pu

is
fa
ire

un
dé

ve
lo
pp

em
en
t
lim

ité
.P

ou
r
la

de
ux

iè
m
e,

ut
i-

lis
er

de
s
dé

ve
lo
pp

em
en
ts

lim
ité

s
po

ur
tr
ou

ve
r
de

s
éq
ui
va
le
nt
s

du
nu

m
ér
at
eu

r
et

du
dé

no
m
in
at
eu

r.
3.

Éc
rir

e
co

st
à
l’a

id
e
de

la
fo
rm

ul
e
d’
Eu

le
r,
pu

is
l’é

le
ve
ra

u
cu

be
à
l’a

id
e
du

bi
nô

m
e
de

N
ew

to
n.

4.
Le

s
tir

ag
es

so
nt
-il
s
in
dé

pe
nd

an
ts

le
s
un

s
de

s
au

tr
es

?
D
én

om
-

br
er

to
ut
es

le
s
fa
ço
ns

di
ffé

re
nt
es

de
tir

er
k
bo

ul
es
.

5.
R
és
ou

dr
e
l’é

qu
at
io
n
ho

m
og
èn

e,
pu

is
ut
ili
se
rl
a
m
ét
ho

de
de

va
-

ria
tio

n
de

la
co
ns
ta
nt
e.

6.
R
éd

ui
re

au
m
êm

ed
én
om

in
at
eu

r,
pu

is
id
en
tifi

er
le
sc

oe
ffi
ci
en
ts
.

7.
Éc

rir
e

2
+

2i
so
us

fo
rm

e
tr
ig
on

om
ét
riq

ue
.

8.
Vé

rifi
er

qu
e
M

2
=
M

,p
ui
s
ca
lc
ul
er

K
er
M

et
K

er
(M
−
I 3

).
9.

U
til
ise

r
la

fo
rm

ul
e
de

Ba
ye
s.

10
.(
2)

Éc
rir

e
un

e
co
m
bi
na

iso
n
lin

éa
ire

nu
lle

de
s
P
i.
Q
ue

di
re

du
co
effi

ci
en
t
do

m
in
an

t?
(3
)
Vé

rifi
er

qu
e
si

de
gP
≤
n
,a

lo
rs

de
gu

(P
)≤

n
.

(6
)
T
hé

or
èm

e
du

ra
ng

,n
om

br
e
de

pi
vo
ts
,d

im
en

sio
n
de

l’e
s-

pa
ce

en
ge
nd

ré
pa

rl
es

lig
ne

sd
el
a
m
at
ric

e,
pa

rs
es

co
lo
nn

es
,

et
c.

11
.(
1)

Ét
ud

ie
rl
es

va
ria

tio
ns

de
ϕ

(x
)=

x
−

ln
(1

+
x

)e
te

n
dé

du
ire

so
n
sig

ne
.

(2
)
A
pp

liq
ue

r
la

qu
es
tio

n
pr
éc
éd

en
te

à
x

=
1 k
,p

ui
s
so
m
m
er

po
ur

to
ut
k
∈

J1
;n

K.
R
ec
on

na
îtr

e
un

e
so
m
m
e
té
le
sc
op

iq
ue
.

(3
)
Ex

pr
im

er
1 k
co
m
m
e
l’i
nt
ég
ra
le

d’
un

e
fo
nc
tio

n
co
ns
ta
nt
e.

(4
)
A
pp

liq
ue

rl
a
qu

es
tio

n
pr
éc
éd

en
te

à
la

dé
fin

iti
on

de
u
n
(a
t-

te
nt
io
n
au

ca
s
k

=
1)
.

(5
)
U
til
ise

r
le

th
éo
rè
m
e
d’
en

ca
dr
em

en
t
po

ur
dé

te
rm

in
er

la
li-

m
ite

du
qu

ot
ie
nt

u
n

ln
n
.

Q
ue

st
io
ns
,r

em
ar
qu

es
,d

em
an

de
s
d’
ai
de

ou
de

co
rr
ec
tio

n,
et
c.

↘
↓

↙
e.

be
ss

on
@f

re
e.

fr

3

3

Li
né

ar
ise

r
l’e

xp
re
ss
io
n

co
s3
t.
En

dé
du

ire
la

va
le
ur

de
l’i
nt
ég
ra
le

I
=
∫
π
/

2

0
co

s3
t
dt

4

So
ie
nt
b,
r,
n
∈

N
?
.U

ne
ur
ne

co
nt
ie
nt
b
bo

ul
es

bl
eu

es
et
r
bo

ul
es

ro
ug

es
.O

n
tir

e
su
cc
es
siv

em
en
t
n
bo

ul
es

da
ns

l’u
rn
e,

av
ec

re
m
ise

.

(1
)
Q
ue

lle
es
t
la

pr
ob

ab
ili
té

de
ne

tir
er

qu
e
de

s
bo

ul
es

ro
ug

es
?

(2
)
So

it
k
∈

J0
;n

K.
Q
ue

lle
es
tl
a
pr
ob

ab
ili
té

de
tir

er
ex
ac
te
m
en
tk

bo
ul
es

bl
eu

es
?

5

R
és
ou

dr
e
su
r

]−
1;

1[
l’é

qu
at
io
n
di
ffé

re
nt
ie
lle

(1
−
x

2 )y
′ (x

)−
x
y
(x

)=
1.

6

D
ét
er
m
in
er

de
ux

ré
el
s
a
et
b
te
ls

qu
e,

po
ur

to
ut
x
∈

R
\{
±

1}
,

1
t2
−

1
=

a

t
−

1
+

b

t
+

1.

En
dé

du
ire

la
va
le
ur

de
l’i
nt
ég
ra
le
∫

3 2

dt
t2
−

1.

7

D
on

ne
r
la

fo
rm

e
al
gé
br
iq
ue

du
no

m
br
e
co
m
pl
ex
e
z

=
(2

+
2i

)7 .
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10

Soit
n
∈

N
?.O

n
considère

l’espace
vectoriel

E
=

K
n [X

].
(1)

R
appeler

la
dim

ension
de

E
.

(2)
O
n
considère

une
fam

ille
B

=
(P

0 ,...,P
n )

d’élém
ents

de
E

échelonnés
en

degré
–

c’est-à-dire
tels

que,
pour

tout
k
∈

J0;nK,deg
P
k

=
k.M

ontrer
que
B

est
une

base
de

E
.

O
n
s’intéresse

m
aintenant

à
l’endom

orphism
e

u:
P
7→

(X
2−

1)P
′′+

(2
X

+
1)P

′.

(3)
Vérifier

que
u
est

bien
défini.

(4)
D
éterm

iner
la

m
atrice

de
u
dans

la
base

canonique
de

E
.

(5)
D
éterm

iner
le

noyau
de

u.
(6)

D
éterm

inerle
rang

de
u
(essayerde

répondre
à
cette

question
deplusieursm

anièresdifférentes–
on

peuten
trouverau

m
oins

quatre).

11

O
n
pose,pour

tout
n
∈

N
?,

u
n

=
k
∑k=

1

1k
.

(1)
M
ontrer

que,pour
tout

x
∈

R
+ ,ln(1

+
x)≤

x.
(2)

En
déduire

que,pour
tout

n
≥

1,ln(n
+

1)≤
u
n .

(3)
M
ontrer

que,pour
tout

k
≥

2,
1k
≤
∫
k

k−
1

d
tt
.

(4)
En

déduire
que,pour

tout
n
≥

1,
u
n
≤

1
+

ln(n).
(5)

D
éduire

des
questions

précédentes
un

équivalent
de

la
suite

(u
n )
n∈

N
?.

4

8

O
n
considère

la
m
atrice

M
=


0
−

1
−

1
0

1
0

0
0

1


.

M
ontrer

que
M

est
la

m
atrice

d’un
projecteur

et
déterm

iner
ses

élém
ents

caractéristiques
(c’est-à-dire

les
sous-espaces

sur
lequel

et
parallèlem

entauquelon
projette).K

C
om

bien
y
a-t-ilde

rectangles
dans

la
figure

ci-dessous?

9

O
n

dispose
d’une

pièce
de

m
onnaie

truquée
(deux

côtés
Pile),

ainsique
d’une

pièce
ordinaire.O

n
choisitsansregarderl’une

de
ces

deux
pièceseton

la
lance

n
fois;on

n’obtientque
desPile.À

partir
de

quelle
valeurde

n
peut-on

être
sûr·e

à
99%

qu’on
a
choisila

pièce
truquée?

(d’après
R

.M
ansuy)


