TSI2 Mathématiques — Devoir en temps libre n°1 2025-26

A rendre pour le vendredi 26 septembre

PoLYNOMES DE BERNOULLI
A. Préliminaires.

1. Suites d’Appell. On appelle suite d’Appell toute suite (P,),en de polynémes a coef-
ficients constants réels tels que :

Ph=1 et VYneN"P =nP, .
Q1. Donner un exemple simple de suite d’Appell.
Q2. Soit (P,)nen une suite d’Appell fixée.
(a) Déterminer, pour tout n € N, le terme dominant du polynéme P,.
(b) Pour tous k,n € N, calculer la dérivée k-eme P*).
(¢) En utilisant la formule de Taylor, montrer que, pour tous n € N et z € R :

PuX +2) =Y (Z) Pu(2) X",

k=0

2. (Im)parité généralisée. Dans toute cette partie, on fixe r € R%. On dira qu'un poly-
nome P € R[X] est :

o r-pair si P(r — X) = P(X);

o r-impair si P(r — X) = —P(X).

Q3. Comment lire sur le graphe de P la r-parité ou la r-imparité de P ?

Q4. (a) Montrer que 'unique polynéme a la fois r-pair et r-impair est le polynéme nul.
(b) Soit P € R[X]. On pose :

PHX) = ;(P(X) +P(r—X)) et P~ = ;(P(X) — P(r - X)).

Vérifier que PT est r-pair et P~ r-impair.

(¢) En déduire que tout polyndéme peut se décomposer de maniére unique comme
somme d’un polynoéme r-pair et d’un polynéme r-impair.

Q5. Soit P € R[X]. Montrer que si P est r-pair, alors P’ est r-impair, et vice-versa.
Q6. Soit P € R[X]. Montrer que :

(a) si P’ est r-impair, alors P est r-pair.

(b) si P’ est r-pair et que / P(t)dt =0, alors P est r-impair.
0

3. Théoréme de Rolle pour les polynomes. Soit P € R[X]; soient a < b deux réels tels
que P(a) = P(b). On veut montrer qu’il existe ¢ € |a;b[ tel que P'(c¢) = 0. Procédons
par 'absurde.

Q7. Supposons (par absurde) que, pour tout = € ]a;b[, P'(x) # 0.

(a) Montrer que P’(x) est soit constamment strictement positif, soit constamment
strictement négatif, pour z € Ja; b|.

(b) Conclure.
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B. Polynémes de Bernoulli.

Qs.

Qo.

Soit @ € R[X]. Montrer qu’il existe un unique polynoéme Qe R[X] tel que Q' =Q
et /01 Q(t)dt = 0.

Montrer qu’il existe une unique suite d’Appell (B, ),en telle que, pour tout n € N*,
/01 B, (t)dt = 0.

Cette suite de polynomes est appelée la suite des polynomes de Bernoulli. Pour tout
n € N, on note b, = B,(0) le n-ieme nombre de Bernoulli.

Q6.
Q7.

Qs.

Qo.

Q10.

Calculer les polynomes By, By et Bs et les nombres by, by, by et bs.
Montrer que, pour tout n > 2, B,(1) = B,(0).

" [n
Montrer que, pour tout n € N, B,, = Z (k) xnk,
k=0

" (n
En déduire que, pour tout n > 2, b, = Z (kz) by.
k=0
Montrer que, pour tout n € N, le polynome de Bernoulli B, est 1-pair si n est
pair, et 1-impair si n est impair.
(a) Soit p > 1. Montrer que 0, % et 1 sont des racines de Bayt.

(b) En utilisant le théoréme de Rolle de la premiére partie, montrer que, pour tout
p > 1, les seules racines de By, dans le segment [0; 1] sont 0, 1 et %

(c) Déterminer, pour tout p > 1, le nombre de racines de B, dans le segment [0; 1].
(d’apres M. Bourrigan, 2022)



