TSI2 Mathématiques — Devoir en temps libre n°2 2025-26

A rendre pour le vendredi 7 novembre

PROBLEME I. AIGUILLE DE BUFFON

On considere un plancher constitué de lattes paralleles identiques de largeur L > 0.
On laisse tomber sur ce plancher une aiguille de longueur ¢ > 0 et on regarde si, dans la
position ou elle est tombée, cette aiguille rencontre la jointure entre deux lattes.

On prend les conventions suivantes : on suppose que les lattes de parquet sont alignées
dans la direction verticale. On note 6 € {0; %} I’angle géométrique entre 'aiguille et 1'ho-
rizontale. On note A la longueur du projeté orthogonal de I'aiguille sur ’axe horizontal.
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Q1. Rappeler la relation entre ¢, h et 6.

A. Calcul de la probabilité d’intersection. Dans la suite, on se restreint au cas ou
¢ < L.

On admet que, a angle 0 fixé, la probabilité que I’aiguille rencontre la jointure entre

deux lattes est égale a £ cos(f)

Pour simplifier ’étude, on discrétise le probleme de la maniere suivante : soit n € N*;
pour tout k € [1;n], on pose 0 = ’;—z On suppose que ’angle # est une variable aléatoire
suivant une loi uniforme sur I’ensemble {6, ...,6,}.

On note A, I'événement « l'aiguille rencontre la jointure entre deux lattes ».
Q2. On pose X = 27%9. Donner la loi de X, rappeler son espérance et sa variance.
Q3. En déduire 'espérance et la variance de la variable aléatoire 6.

Q4. Pour tout %k € [1;n], donner la probabilité conditionnelle P g—_g,)(A,).

Q5. A l'aide de la formule des probabilités totales, que l'on justifiera soigneusement,
en déduire que :

Q6. Justifier que, pour n tendant vers 400 :
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Q7. En déduire que :
. 2/
Jm P(An) =—- 7.
On admet que, dans la version non discrétisée du probléme, la probabilité que 'aiguille
¢

rencontre la jointure entre deux lattes est bien égale a % S

B. Approximation de % Soit n € N*. On lance n aiguilles de longueur ¢ = %; on

suppose que chaque aiguille atterrit sur le parquet de la maniere étudiée a la partie pré-
cédente (en particulier, qu’elle rencontre la jointure entre deux lattes avec probabilité %)
et indépendamment des autres aiguilles.

On note N la variable aléatoire égale au nombre d’aiguilles qui rencontrent la jointure
entre deux lattes.
Q8. Reconnaitre la loi de N et donner son espérance.

Q9. Expliquer comment, en lancant un grand nombre d’aiguilles, on peut déterminer
une valeur approchée du nombre %

Q10. Soit € > 0. Justifier que :
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PROBLEME II. TRANSFORMATION D’ABEL

Dans tout le probléme, on fixe 6 € [0; 27].
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Q1. Donner la nature de la série > <.

Q2. On suppose, dans cette question uniquement, que 6 = 0. Donner la nature de la
série 3 €
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Dans toute la suite du probléme, on suppose que 6 # 0 et on pose :
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Q1. Donner une expression explicite de E, pour tout n € N. En déduire que la suite
(E,)nen est bornée (on rappelle qu’une suite complexe est bornée si et seulement
si son module est majoré).

Q2. Soit n € N*. Montrer que :
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Q3. En déduire que, pour tout n € N* :
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Q4. Justifier soigneusement que la série > F), (% — %H) est convergente.
Q5. En déduire que la suite (S,,),en+ possede une limite finie ; qu’en déduire concernant
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la nature de la série Y

Q6. La technique utilisée dans cet exercice est appelée transformation d’Abel, parfois
surnommeée « intégration par parties discrete ». Que pensez-vous de cette appella-
tion ?



