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L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé.

Problème I

Soit n ∈ N∗ fixé. Le but de cet exercice est l’étude de l’application Φ définie sur Rn[X]
par :

Φ: P (X) 7→ P (X + 1) − P (X)
afin de permettre le calcul de sommes d’entiers. On note Φ0 = idRn[X] et, pour tout
k ∈ N∗, Φk = Φ ◦ Φ ◦ · · · ◦ Φ︸ ︷︷ ︸

k fois

la composée k-ième de l’application Φ.

I.A. Préliminaires.
Q1. Donner la formule du binôme de Newton.

Q2. Soit k ∈ N∗. Montrer que (X + 1)k =
k∑

i=0

(
k

i

)
X i.

Q3. On considère les polynômes P0(X) = 1, P1(X) = X, P2(X) = X2 et P3(X) = X3.
Vérifier que :

Φ(P0)(X) = 0;
Φ(P1)(X) = 1;
Φ(P2)(X) = 2X + 1;
Φ(P3)(X) = 3X2 + 3X + 1.

Q4. Calculer Φ2(P2)(X) et Φ3(P2)(X).
Q5. Montrer que Φ est un endomorphisme de Rn[X].
Q6. Montrer que, pour tout polynôme P non constant, deg(Φ(P )) = deg(P ) − 1.
Q7. Calculer le noyau de Φ.
Q8. Donner l’image de Φ.
Q9. Soient P, Q ∈ Rn[X]. On suppose que Φ(Q) = P . Montrer que :

n∑
i=0

P (i) = Q(n + 1) − Q(0).

I.B. Une famille de polynômes. On considère la famille (H0, . . . , Hn) de Rn[X]
définie par H0 = P0 et, pour tout i ∈ J1; nK :

Hi(X) = X(X − 1) . . . (X − i + 1)
i! .

Q10. Montrer que (H0, . . . , Hn) est une base de Rn[X].
Q11. Soit i ∈ J1; nK.

(a) Montrer que Hi(0) = 0.
(b) Montrer qu Φ(Hi) = Hi−1.
(c) Montrer que Φi(Hi) = 1.
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Q12. Soit P ∈ Rn[X]. Notons (a0, . . . , an) ∈ Rn+1 les coordonnées de P dans la base
(H0, . . . , Hn). Autrement dit :

P (X) =
n∑

k=0
akHk(X).

Montrer que P (0) = a0 et que, pour tout ℓ ∈ J1; nK, aℓ = Φℓ(P )(0).
Q13. (a) Vérifier que X = 0 × H0(X) + 1 × H1(X).

(b) En déduire, à l’aide de Q9, Q11(b) et Q13(a), que :
n∑

k=0
k = n(n + 1)

2 .

Q14. (a) Vérifier que X2 = 0 × H0(X) + 1 × H1(X) + 2 × H2(X).

(b) En déduire que
n∑

k=0
k2 = n(n + 1)(2n + 1)

6 .

Q15. Proposer en Python une fonction qui prend en entrée un entier naturel n et renvoie
la somme des cubes des n premiers entiers.

(d’après CCINP 2022)

Problème II

On considère les deux fonctions F et G définies sur R∗
+ par :

F (x) = sin(x)
x

et G(x) = 1 − cos(x)
x

.

Q1. (a) Montrer que les fonctions F et G sont continues sur R∗
+.

(b) Montrer que F et G sont prolongeables par continuité en 0. On notera encore
F et G ces prolongements.

Q2. (a) Montrer que les fonctions F et G sont dérivables sur R∗
+ et calculer leurs déri-

vées.
(b) Démontrer, en calculant les limites des taux d’accroissement à l’aide de déve-

loppements limités, que les fonctions F et G sont dérivables en 0. Préciser les
valeurs de F ′(0) et G′(0).

Q3. Montrer que l’équation F (x) = 0 possède une infinité de solutions strictement posi-
tives. On note (ak)k≥1 ces solutions prises par ordre croissant. Donner l’expression
exacte de ak pour tout k ≥ 1.

Q4. (a) Soit k ∈ N∗. Montrer sans calcul qu’il existe un réel xk ∈ ]ak; ak+1[ tel que
F ′(xk) = 0.

(b) Montrer que la fonction F ′ est de même signe que h : x 7→ x cos(x) − sin(x)
sur R∗

+.
(c) Montrer que, pour tout k ∈ N∗, la fonction h est strictement monotone sur

[ak; ak+1].
(d) En déduire que le réel xk défini à la question (a) est unique.
(e) Montrer que, pour tout k ∈ N∗, xk ∈

]
ak; ak + π

2

[
.

(f) Calculer la limite, puis un équivalent simple de la suite (xk)k≥1.
(d’après ENSTIM 2008)
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Problème III

III.A. Étude de deux applications. On se place dans l’espace vectoriel R2[X] des
polynômes à coefficients réels de degré inférieur ou égal à 2, muni de sa base canonique
B = (1, X, X2). On définit les deux applications suivantes :

f : R2[X] → R2[X]

P 7→ 1
2
(
P (X

2 ) + P (X+1
2 )

)
et

φ : R2[X] → R
P 7→ P (1).

On rappelle que, si f est un endomorphisme de E, on note f 0 = idE et, pour tout
n ∈ N∗, fn = f ◦ fn−1.
Q1. Vérifier que f est un endomorphisme de R2[X].
Q2. Montrer que φ est linéaire.
Q3. Écrire la matrice de f dans la base B de R2[X], en indiquant les calculs intermé-

diaires.
Q4. L’application f est-elle injective ? surjective ?
Q5. Déterminer une base de Ker φ. Quelle est la dimension de Ker φ ?
Q6. L’application φ est-elle injective ? surjective ?

III.B. Calcul des puissances successives d’une matrice. On note I3 la matrice
identité de M3(R) et A la matrice :

A =

1 1/4 1/8
0 1/2 1/4
0 0 1/4

 .

Enfin, on note B′ la famille de R2[X] définie par :

B′ = (1, −2X + 1, 6X2 − 6X + 1).

Q7. Justifier que la famille B′ est une base de R2[X].
Q8. Écrire la matrice de passage Q de B à B′.
Q9. Justifier que Q est inversible et calculer son inverse.

Q10. Écrire la matrice de M de f dans la base B′ en donnant les calculs intermédiaires.
Q11. Calculer An pour tout n ∈ N. On écrira une formule explicite pour les neuf coeffi-

cients de An.
Q12. Pour tous n ∈ N et P = a + bX + cX2 ∈ R2[X], déterminer fn(P ) en fonction de

a, b et c.
Q13. En déduire que, pour tout P ∈ R2[X] :

lim
n→+∞

φ
(
fn(P )

)
=
∫ 1

0
P (t) dt.
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III.C. Une autre preuve du résultat précédent. Soit P ∈ R2[X].
Q14. À l’aide d’un raisonnement par récurrence, démontrer que, pour tout n ∈ N∗ :

fn(P ) = 1
2n

2n−1∑
k=0

P

(
X + k

2n

)
.

Q15. En déduire, en utilisant un résultat du cours d’analyse que l’on énoncera avec
précision, que :

lim
n→+∞

φ
(
fn(P )

)
=
∫ 1

0
P (t) dt.

(d’après ENSTIM 2009)


