TSI2 Mathématiques — Corrigé du devoir surveillé n°1 2022-23

EXERCICE I. CALCULS

Q1. La fonction f est continue sur R\ {—1} par composition. Pour calculer la
limite en —1, on remarque que —1 racine du dénominateur et on le factorise
donc par x + 1 : 1 + 2% = (1 + 2)(1 — 2 + 2?). Ainsi, pour tout = # 1,
flx) = ﬁ w_>—_>1 % € R. On peut donc prolonger f par continuité en —1

en posant f(—1) = 1.

Q2. Pour f, on reconnait une écriture de la forme w'vu® : f(z) = 1(6z — 2)(32 —
2z +3)3, que P'on primitive donc sous la forme “7:1, soit F(z) = §(32? — 2z +
3)t+ec.

Pour g, on reconnait une écriture de la formue «'sin(u) et on en déduit
G(z) = —1 cos(z?) + c.

Q3. (a) On utilise la formule d’Euler pour le cosinus, puis on développe & aide
du bindéme de Newton :

1 . . 1 . . . . . .
COSS(t) _ 7(6215 4 efzt)S _ (ezSt 4 5613:‘, + 106” + 1067“5 + 567231‘/ 4 671575))

25 -2
On regroupe alors les termes d’exposants opposés et de mémes coef-
ficients pour faire réapparaitre des cosinus : e + e~ = 2cos(5t),

5et3t + 57t = 10 cos(3t) et 10e™ + 10e~* = 20 cost, d’ou :
°(1) i (5t) + ° (3t) + ° (t)
cos’(t) = — cos — cos = cos(t).
16 16 8

(b) D’apres la question précédente et par linéarité de 'intégrale,

w/2 1 w/2 5 w/2 5 /2
/ cos® (t) dt cos(bt) dt + — / cos(3t)dt + < / cos(t) dt
0 16 Jo 8 Jo

16 J

1 [sin(56)]™* 5 [sin(3)]™* 5p  , q7/2
== 2 2lsin()] " at

16[ 5 L 6] 3 |, +8{Sm( )}0

1 /1 5 8
=—(Z-Z2410) ==
16 (5 3+ 0) 15
(¢) On fait le changement de variables u = sint, du = costdt. On remarque
que cos®(t) dt = cos*(t) costdt = (1 — sin?(t))2 cost dt, d’on

7T‘/2 1 1 2 1
/ cos5(t)dt:/ (17u2)2du:/ 1—2u®+ut)du=1-2+_-=—.
o o o 375 15

Q4. (a) On met au méme dénominateur le membre de droite, on développe et on
regroupe :

a b(2x + 1) ¢ _

r—1 22+4+2+1 224z+1

(a+2b)z?+ (a—b+c)xr+a—b—c
(x—=1)(z24+x+1)

On remarque que (z —1)(z? +x +1) = 2% — 1, on peut donc identifier le
numérateur a 1 :

a+2b:0 a:%
a—b+c=0 dou b=—¢
a—b—c=1 CZ*%
(b) Pour tout z € R
1 B 1 4 1 4 1
e+l (o+g)P+f B3RP 3 ()24
On fait donc, comme suggéré, le changement de variables u = 2”—\/‘?,
_ 2 .
du—ﬁdm.
/ dz 4/‘é§du 2 retan(u) 4 ¢ — 2 aretan ( 2251) &
—_— == = — arctan(u) + ¢ = —= arctan c.
2+r+1 3 u2+1 /3 V3 V3

(¢) D’apres les deux questions précédentes,

/ dz _}/ dz _}/ 2+ 1 dx—l/ dx
23—-1 3/ 2-1 6J) 224+x+1 2) 22+x+1
1 1 1 2r + 1
lnxllnm2+x+1ar0tan< )Jrc,
S Infe— 1] - < In( )~ 75 7

sur |—oo; 1 et |1; +00[ (suivant l'intervalle, on peut remplacer le |z — 1
par 1 —x ou & — 1 respectivement).

>0

EXERCICE II. FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES HYPERBOLIQUES

Etude de fonctions.

Q1. (a) Les deux fonctions sont définies sur R qui est bien symétrique par rapport
a Dorigine. Pour tout ¢t € R, on a ch(—t) = cht et sh(—t) = —sht donc
ch est paire et sh impaire.

(b) Les deux fonctions sont dérivables par composition. Le calcul est immé-
diat par la formule de dérivation des composées.



(c) La fonction f est dérivable sur R par composition. Pour tout € R,
f'(x) = 2shtcht —2chtsht = 0. On en déduit que f est constante sur
I'intervalle R. En ¢ = 0, on a cht = 1 et sht = 0 donc f(0) = 1. On a
donc, pour tout t € R, f(t) = 1, autrement dit (ch¢)? — (sht)? =

Q2. Pour tout ¢t € R, sh’t = cht > 0 donc sh est strictement croissante sur R.
Par ailleurs, ch’(t) = sht qui est du signe de ¢ (en effet, par stricte croissance
de l'exponentielle, e! > e~ ssi t > —t, ssi t > 0). La fonction ch est donc
strictement décroissante sur R_, et strictement croissante sur R ;. Les limites
en +oo sont évidentes, on en déduit les tableaux de variations :

‘ —00 0 +00

cht | 400 N\, 1 /7 +o0
sht | —c0o 74 0 7 4o

Q3. (a) La fonction sh est continue et strictement croissante sur R, on a sh0 =0
et sht o 400 donc il existe z > 0 tel que shax > 1. D’apres le

—+oo
théoréme de la bijection, il existe donc un unique a € ]0;2[ C R tel que

sha = 1.

(b) 22 =22 —1=1¢€2% -2 — 1 =e%(e* — 2 — e %)
sha = 1 par définition.

(c) Onrésout 22—2z—1=0:0na A =8> 0donc z=1+/2. On cherche
maintenant « tel que e® = 1 + /2. L’équation n’admet pas de solution

dans le cas 1—+/2 car ¢’est un nombre négatif ; dans le cas 14++/2 I'unique
solution est a = In(1 + v/2). On vérifie :

1 C342v2-1
(H\[ +\/§> 2(1+v2)

(d) On a montré a la question (a) que o > 0 (c’est également évident a laide
de la formule o = In(1 + v/2) car 1 + /2 > 1). Pour la majoration, on
peut par exemple remarquer que e > g et é < % donc shl = e;% > 1.
Par stricte croissance de la fonction sh, on a sha <sh1 donc a < 1.

1 1 342v2+1  2+V2 1-42
Q4'Cha:2<1+ﬁ+1+ﬁ>zz(1+\/§) 1+v2 1-+2 =V2

=e*(2sha —2) =0 car

sh(ln(1 +v2)) =

Suite d’intégrales.
Q5. Iy = / 1dt =1 (a—0) = « (intégrale d’une constante).
0

Q6. Pour tout ¢t € [0; ], on a 0 < sht <1 (par croissance de la fonction sh). On
en déduit que, pour tout n € N, 0 < (sht)2""2 < (sht)?". Par croissance de

lintégrale (car 0 < ), on en déduit 0 < I,,41 < I,,. Autrement dit, la suite
(I)nen est décroissante et minorée par 0, elle est donc convergente.

Q7. (a) La fonction sh (et donc toutes ses puissances) est de classe C*> par com-
position. Par intégration par parties,

« A « o
Inia :/ (sht)?" T sht dt = [(sht)Q”H cht] —/ (2n + 1) cht(sht)*" chtdt
0 S 0 0

=cha— (2n+ 1)/ (cht)? (sht)>*dt =cha — (2n+ 1)(I, + Ihi1)-
0 e ad
=1+(sht)?

(b) D’apres la question précédente, (1 +2n + 1)I,41 = cha — (2n+ 1)1, et

V2—(2n+ 1)1,

donc, d’apres Q4, I;41 = 5

(¢) On a montré a Q6 que la suite (I,),en converge vers un réel £. On en
déduit que la suite extraite (I,,4+1) converge vers le méme ¢. Par ailleurs,

27‘{_& 321;[ :)OO 0—1-¢=—¢, autrement dit (I,,+1)neN converge
vers —¢. Par unicité de la limite, on a donc £ = —¢, d’ou £ = 0.

ExXERCICE III. UNE CHAINE DE MARKOV

Q1. A linstant initial, les deux ampoules sont allumées, autrement dit X, = 2
avec probabilité 1 (loi certaine). On a donc E(Xy) =2 et V(Xj) = 0.

Q2. Si X,, = 2, cela signifie que les deux ampoules sont allumées a l'instant
n. Pour avoir X, 11 = 2, il faut qu’elles restent allumées. Chacune reste
allumée avec probabilité %, et les deux ampoules sont indépendantes donc

1 1

la probabilité qu’elles restent allumées est Px, —2(X,41 =2) =5 X 5 = ;.

Au contraire, pour avoir X,, 11 = 1, il faut qu’exactement une ampoule
grille, c’est-a-dire qu’une grille tandis que l'autre reste allumée. Comme les
ampoules sont indépendantes, la probabilité que la premiere grille tandis
que la deuxiéme reste allumée est % X % = i; de méme pour la probabi-
lité que la deuxiéme grille tandis que la premiére reste allumée. Au final,

Px,—o(Xpp1=1)=3+71=3

Q3. On a P(X,,,:Z)(Xn+1 = 0) = i, P( 11—1)( n+l = 2)
) =3P, =1)(Xnt1=0) =3, P(x,—0)(Xn41 =2) =
1) =0et P(X":())(Xn_;,_l = O) =1.

(XT,,:I)(XnJrl =
; P(ano) (Xny1 =



Q4. Les événements X,, = 0, X;, = 1 et X,, = 2 forment un systéme complet
d’événements. D’apres la formule des probabilités totales, on a donc

P(Xpt1=1) = P(x,=0)(Xns1 = 1)P(X; = 0) + P(x,=1)(Xnt1 = DP(X, = 1)

1 1

De méme, P(X,,41 = 2) = iP(Xn =2) et P(Xp41 =0) = P(X, =
0) + 3P(X, = 1) + ;P(X,, = 2), autrement dit

P(X,11=0) 1 1/2 1/4\ [/P(X,=0)
PX,t1=1)|=(0 1/2 1/2 P(X,=1)
P(X,11=2) 0 0 1/4) \P(X,=2)
Q5. (a) Par définition, E(X,,) =0-P(X, =0)+1-P(X,,=1)+2-P(X, =2) =
(0 1 2) U,
(b)
1 1/2 1/4
LiA=(0 1 2)(0 1/2 1/2|=(0 1 1)=3L
0 0 1/4
On a donc, pour tout n € N,
1 1
E(X,t1) = L1Up41 = L1 AU, = §L1Un = §E(Xn)

(c) Par récurrence immédiate, pour tout n € N, E(X,,) = 3 E(X() = 57-7.

Q6. (a) D’apres la formule de transfert, E(X?2) = 0% -P(X,, =0) + 12 - P(X,, =
1) + 2°P(X,, = 2) = LoU,.

(b)
1 1/2 1/4
LyA=(0 1 4)(0 1/2 1/2|=(0 1 2)

0 0 1/4

On a donc, pour tous o, 5 € R,
0=0-a+0-p 1

LoA=aly + Ly <= %Za-i-ﬂ = a=f3=".
3 4

Ainsi, LQA = iLl + iLQ

(¢) Pour tout n € N, on a donc
E(Xn+1)? = LoUpg = Lo AU, = 1 L1U, + 1LoU, = 1E(X,) + 1E(X?),

or d’apreés la question (5) E(X,,) = 5:-1 donc iE(Xn) =1 =_1

Qn—l 4.2n—1 2n+1 )
ce qui montre le résultat souhaité.

(d) Pour tout n € N, u,41 = 5. Par ailleurs,

1 1 11 1T 2 _ 1
iUn t 5T = J3nT T gaT = FarT = 3n-

On a donc bien uy41 = iun + 2,1%

(e) Soit n € N. Alors, d’apres les questions précédentes,

Un+1 = E(Xr27,+1) — Upt1 = %E(XTQL) =+ Qn% - (%un + 2”%)
=1E(X?) — Lu, = 1u,.

. , sy . 1
La suite (vn)nen est donc géométrique de raison .

(f) On a donc, pour tout n € N, v, = vy = & (E(X3) — 521) = 55 (4 —

22n

2) = 5ma—. On en déduit que E(X2) = v, 4+ up = 5o + 51 = %;:%"1
Q7. D’apres la formule de Koénig-Huygens, pour tout n € N,
1427 1 2" —1
_ 2 2 _ _
V(X) = E(X7) - E(X)" = 92n—1  92n—2 ~ 92n—1°
EXERCICE IV. ETUDE D’UNE APPLICATION LINEAIRE
IV.A. Généralités.
2 -1 2 5 —4 3
Ql. A2=|-2 3 2|etA>=|-3 4 3], eton vérifie que A% — 442 +
3 -3 1 7T =71
5A = 2I3.
Q2. D’apres la question précédente, %A(A2 —4A+513) = I3, donc A est inversible
3 -1 =2
et A= (A2 +4A+5) =5 2 0 -2
-1 1 2

Q3. La matrice A étant inversible, f est un automorphisme donc Imf = R? et
Kerf = {0}.



IV.B. Recherche d’une base adaptée.
Q4. Fy = Ker(f — idrs) qui est donc un sous-espace vectoriel de R3.
Q5. Soit u = (z;y;2) € R3. Alors
rt+z=x
x
flu)=u <= —x+2yt+z=y <:>{Z
r—y+z==z

=Y

_g = € Vect((1;1;0)).

Ainsi F} admet pour base (e; = (1;1;0)) et est donc de dimension 1.
Q6. On a f(e2) = (1;1;1) = €1 + eo.
Q7. Avec les notations de la question (5),
rT+z=2x

—r+2y+z=2y <+ { r=z

u € Fy <—
y=0
rT—y+z=2z
donc F; est de dimension 1, une base étant donnée par (eg = (1;0;1)).

Q8. B est une famille de 3 vecteurs de R3 qui est de dimension 3, il suffit donc
de montrer que c’est une famille libre. Soient A, uv € R. On suppose Ae; +

A+v=0
pea + ves = 0, alors A=0 donc A = p =vr = 0. La famille B est
w+v=>0

donc libre, donc une base de R3.

Q9. Par définition de e1, f(e1) = ey et f(e3) = 2es, et on a calculé que f(ez) =
1 1 0
e1 + ez. On en déduit donc T'=Matg(f) =10 1 0
0 0 2
IV.C. Calcul des puissances de A.

Q10. On montre par récurrence que f*(es) = kej + es.

Q11. Pour tout k € N, f¥(e1) = e; et fF(e3) = 2Fe3, d’ott

1 k£ O
TF =Mats(f*)=10 1 0
0 0 2F
1 0 1
Q12. P= |1 0 0] estla matrice de passage de la base canonique de R? & la
0 1 1

base B, donc d’aprés la formule de changement de base, on a T = P~1AP,
donc A = PTP~!, puis A¥ = PT*pP~1,

Q13.

Q14.

o = O

2k _k 14 k—2F

—k
2k — 1

1+k
1—2F

k
k



