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Problème I

I.A. Préliminaires.

Q1. Pour tous a, b ∈ C et n ∈ N, (a + b)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
akbn−k.

Q2. On applique la question précédente. Pour tout i ∈ J; kK 1k−i = 1, d’où le résultat.
Q3. On a :

Φ(P0)(X) = 1 − 1 = 0.

Φ(P1)(X) = X + 1 − X = 1.

Φ(P2)(X) = (X + 1)2 − X2 = 2X + 1.

Φ(P3)(X) = (X + 1)3 − X3 = 3X2 + 3X + 1 d’après le binôme de Newton.

Q4. D’après la question précédente, Φ2(P2(X)) = Φ(2X+1) = 2(X+1)+1−(2X+1) =
2 ; on en déduit que Φ3(P2)(X) = Φ(2) = 0.

Q5. Soient P, Q ∈ Rn[X] et λ ∈ R. Alors :
Φ(λP + Q) = (λP + Q)(X + 1) − (λP + Q)(X) = λP (X + 1) + Q(X + 1) − λP (X) − Q(X)

= λ((P (X + 1) − P (X)) + Q(X + 1) − Q(X) = λΦ(P ) + Φ(Q).
Ainsi, Φ est linéaire. De plus, si P ∈ Rn[X], alors :
deg(Φ(P )) = deg(P (X + 1) − P (X)) ≤ max(deg(P (X + 1))︸ ︷︷ ︸

=deg P ≤n

, deg P (X)︸ ︷︷ ︸
≤n

) ≤ n.

Autrement dit, Φ(P ) ∈ Rn[X] ; l’application Φ est donc un endomorphisme de
Rn[X].

Q6. Pour tout k ∈ J1; dK, d’après Q2, on a :

Φ(Xk) =
(

k∑
i=0

(
k

i

)
X i

)
− Xk =

k−1∑
i=0

(
k

i

)
X i, de degré k − 1.

Ainsi, soit P ∈ Rn[X] non constant, notons d ∈ J1; nK son degré. Il existe des réels
a0, . . . , ad avec ad ̸= 0 tels que P = a0 + · · · + adXd. Alors, par linéarité :

Φ(P ) = a0Φ(1)a1Φ(X) + · · · + adΦ(Xd)
D’après la remarque ci-dessus, c’est une combinaison linéaire de polynômes de
degrés ne dépassant pas d−1 ; ainsi deg Φ(P ) < d. Reste à vérifier que le coefficient
devant Xd−1 dans l’expression de Φ(P ) n’est pas nul.

Pour cela, remarquons que, toujours en vertu de la remarque ci-dessus, les poy-
nômes Φ(1), . . . , Φ(Xd−1) ont tous un degré ne dépassant pas d − 2. Ainsi, le seul
terme en Xd−1 dans l’expresison de Φ(P ) provient de adΦ(Xd) et il est égal à
ad

(
k

k−1

)
= kad ̸= 0. Le degré de Φ(P ) est donc exactement égal à d−1, c’est-à-dire

deg(P ) − 1.
Q7. Soit P ∈ Rn[X]. On suppose que Φ(P ) = 0. D’après la question précédente, si

P n’était pas constant, le polynôme Φ(P ) serait de degré deg(P ) − 1 ≥ 0, en
particulier deg Φ(P ) ̸= −∞ et donc Φ(P ) ̸= 0, ce qui est exclu. Nécessairement, P
est donc constant ; on peut donc affirmer que Ker ϕ ⊂ R0[X].
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Réciproquement, si P est un polynôme constant, alors il est clair que Φ(P ) = 0
(on l’a vu par exemple dans le calcul de Φ(P0) à la question Q3). Ainsi R0[X] ⊂
Ker Φ.

Conclusion : Ker Φ = R0[X].
Q8. D’après la question Q6, on a nécessairement Im Φ ⊂ Rn−1[X]. De plus, Φ étant un

endomorphisme de Rn[X] qui est de dimension finie, on peut appliquer le théorème
du rang : dim Im Φ = dim Rn[X] − dim Ker Φ = n + 1 − 1 = n = dim Rn−1[X]. Par
inclusion et égalité des dimensions, on a donc Im Φ = Rn−1[X].

Q9. On a :
n∑

i=0
P (i) =

n∑
i=0

Φ(Q)(i) =
n∑

i=0

(
Q(i + 1) − Q(i)

)
.

On reconnaît une somme télescopique : tous les termes intermédiaires se simplifient
et il reste Q(n + 1) − Q(0), ce qui est le résultat recherché.

I.B. Une famille de polynômes.
Q10. Il est clair que, pour tout k ∈ J0; nK, dim Hk = k. La famille (H0, . . . , Hn) est donc

échelonnée en degré, elle est donc libre. De plus, c’est une famille de n+1 vecteurs
dans Rn[X] qui est de dimension n + 1 ; c’est donc une base.

Q11. (a) Par construction, le polynôme Hi admet comme racines les entiers 0; 1; . . . ; i−1.
En particulier, Hi(0) = 0.

(b) On a :

Φ(Hi) = (X + 1)(X + 1 − 1) · · · (X + 1 − i + 1)
i! − X(X − 1) · · · (X − i + 1)

i!

= (X + 1)X · · · (X − i + 2)
i! − X(X − 1) · · · (X − i + 1)

i!
On peut factoriser par X(X−1)···(X−i+2)

i! :

Φ(Hi) = X(X − 1) · · · (
=X−(i−1)+1︷ ︸︸ ︷
X − i + 2)

i!
(

(X + 1) − (X − i + 1)︸ ︷︷ ︸
=i

)

= X(X − 1) · · · (X − (i − 1) + 1)
(i − 1)! = Hi−1.

(c) Par récurrence immédiate d’après la question précédente, pour tout j ∈ J0; iK,
Φj(Hi) = Hi−j. En particulier, Φi(Hi) = H0 = 1.

Q12. Par définition,

P (0) =
n∑

k=0
akHk(0).

On a montré à la question précédente que Hk(0) = 0 pour tout k ≥ 1. De plus,
H0(1) = 1. On en déduit que P (0) = a0.

Soit donc ℓ ∈ J1; nK. Par linéarité,

Φℓ(P ) =
n∑

k=0
akΦℓ(Hk)

Pour le calcul de Φℓ(Hk), de deux choses l’une :
• soit ℓ ≤ k ; dans ce cas, d’après la question précédente, Φℓ(Hk) = Hk−ℓ.
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• soit ℓ > k ; dans ce cas, Φℓ(Hk) = Φ

>0︷ ︸︸ ︷
ℓ − k(H0) = 0 (puisqu’appliquer Φ à un

polynôme constant renvoie le polynôme nul).
On a donc

Φℓ(P ) =
n∑

k=ℓ

akHk−ℓ

Enfin, si on calcule en 0, tous les termes Hk−ℓ(0) s’annulent sauf si k − ℓ = 0, pour
lequel Hk−ℓ(0) = H0(0) = 1. Le seul terme restant de la somme est donc le terme
d’indice k = ℓ : ainsi Φℓ(P )(0) = aℓ.

Q13. (a) On a H1(X) = X et H0(X) = 1, il est donc clair que X = 0 × H0 + 1 × H1.
(b) Posons P = X = H1. D’après les questions précédentes, on peut écrire P =

Φ(H2), et donc, d’après Q9 :
n∑

i=0
i =

n∑
i=0

P (i) = H2(n + 1) − H2(0)︸ ︷︷ ︸
=0

= (n + 1)n
2! = n(n + 1)

2 .

Q14. (a) On a bien 2H2 + H1 = X(X − 1) + X = X2.
(b) De même qu’à la question précédente, on écrit X2 = 2H2 + H1 = Φ(2H3 + H2),

donc :
n∑

i=0
i2 = 2H3(n + 1) + H2(n + 1) − 2H3(0) − H2(0)

= 2(n + 1)n(n − 1)
3! + (n + 1)n

2! = (n + 1)n(n − 1)
3 + (n + 1)n

2

=
(n + 1)(n)

(
2(n − 1) + 3

)
6 = n(n + 1)(2n + 1)

6 .

Q15. On pourrait procéder de la même manière qu’aux questions précédentes pour éta-
blir une formule close (on trouverait n2(n+1)2

4 ), mais le plus simple est de sommer
à l’aide d’une boucle :

1 def sommecubes(n):
2 S = 0
3 for k in range(n+1): #pour que le dernier terme soit bien n
4 S = S + k**3
5 return S

Problème II

Q1. (a) Les fonctions F et G sont continues sur R∗
+ comme quotients de fonctions

continues dont le dénominateur ne s’annule pas.
(b) On sait que, pour x tendant vers 0, sin x ∼ x et 1−cos x ∼ x2

2 . On en déduit que
F (x) ∼ 1 → 1 et G(x) ∼ x

2 → 0. Les fonctions F et G admettent des limites
finies en 0, on peut donc les prolonger par continuité en posant F (0) = 1 et
G(0) = 0.

Q2. (a) Sur R∗
+, F et G s’écrivent comme quotients de fonctions dérivables dont le

dénominateur ne s’annule pas. D’après les formules usuelles, pour tout x > 0 :

F ′(x) = x cos x − sin x

x2 et G′(x) = x sin x − 1 + cos x

x2 .
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(b) On n’essaie surtout pas de calculer les limites des formules de la question pré-
cédente, car on ne sait pas si F et G sont de classe C1. On revient donc à la
définition par le taux d’accroissement : pour tout x > 0,

τF (x) = F (x) − F (0)
x − 0 =

sin x
x

− 1
x

= sin x − x

x2 =
x − x3

6 + o(x3) − x

x2

= −x

6 + o(x) −→
x→0

0 ∈ R.

Ainsi, F est dérivable en 0 et F ′(0) = 0. De même,

τG(x) =
1−cos x

x
− 0

x
= 1 − cos x

x2 =
1 − (1 − x2

2 + o(x2))
x2 = 1

2 + o(1)

−→
x→0

1
2 ∈ R.

Ainsi, G est dérivable en 0 et G′(0) = 1
2 .

Q3. Pour tout x > 0, F (x) = 0 ⇐⇒ sin x = 0, autrement dit ssi x est un multiple
entier de π. Il y a donc une infinité de solutions, données par ak = kπ pour tout
k ∈ N∗.

Q4. (a) Soit k ∈ N∗. La fonction F est continue sur [ak; ak+1], dérivable sur ]ak; ak+1[ et
F (ak) = F (ak+1) = 0 (par définition de la suite (ak)k≥1). D’après le théorème
de Rolle, il existe donc xk ∈ ]ak; ak+1[ tel que F ′(xk = 0).

(b) On reprend la formule calculée à la question Q2(a) : F ′(x) = x cos x−sin x
x2 . Le

dénominateur est évidemment toujours positif, F ′(x) est donc du signe de son
numérateur.

(c) La fonction h est évidemment dérivable sur R. Pour tout x ∈ R, h′(x) =
cos x + x sin x − cos x = x sin x. Sur [ak; ak+1] = [kπ; (k + 1)π], on a x > 0 et
sin x de signe constant (positif si k pair, négatif si k impair), avec annulation
uniquement aux extrémités, d’après le graphe de la fonction sinus. Ainsi h′(x)
est de signe constant strict sur [ak; ak+1] et ne s’annule qu’aux extrémités de
l’intervalle, la fonction h est donc strictement monotone.

(d) Supposons qu’il existe deux réels xk, yk ∈ [ak; ak+1] vérifiant les hypothèses de la
question (a). Alors F ′(xk) = F ′(yk) = 0. On en déduit que h(xk) = h(yk) = 0.
La fonction h étant strictement monotone sur [ak; ak+1], si on avait xk ̸= yk,
alors h(xk) ̸= h(yk), ce qui est exclu : nécessairement xk = yk, ce qui prouve
l’unicité.

(e) Calculons F ′(ak + π
2 ). D’après les formules trigonométriques usuelles,

F ′(ak + π
2 ) =

(ak + π
2 ) cos(ak + π

2 ) − sin(ak + π
2 )

(ak + π
2 )2 =

−(ak + π
2 ) sin(ak) − cos(ak)
(ak + π

2 )2 .

En substituant ak = kπ dans l’expression :

F ′(ak + π

2 ) =
−(ak + π

2 )
=0︷ ︸︸ ︷

sin(kπ) −
=(−1)k︷ ︸︸ ︷

cos(kπ)
(ak + π

2 )2 = (−1)k+1

(ak + π
2 )2 .

En particulier, F ′(ak + π
2 ) est du signe de (−1)k+1. Par ailleurs, de la même

manière,

F ′(ak) = ak cos(ak) − sin(ak)
a2

k

= (−1)kak − 0
a2

k

= (−1)k

ak

,
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du signe de (−1)k. En résumé :
• La fonction F ′ est continue sur [ak; ak + π

2 ] (elle est continue sur R∗
+ tout

entier vu son expression).
• F ′(ak) et F ′(ak + π

2 ) sont de signes opposés.
D’après le théorème des valeurs intermédiaires, on en déduit que la fonction F ′

s’annule au moins une fois sur [ak; ak + π
2 ]. Mais on a vu à la question (d) que

cette fonction ne s’annule qu’une seule fois sur [ak; ak+1], en xk. L’annulation
que nous venons de trouver est donc nécessairement unique et égale à xk, qui
appartient donc bien à [ak; ak + π

2 ].
(f) Par définition, pour tout k ∈ N∗, ak = kπ ≤ xk ≤ ak+1 = (k + 1)π. Dans un

premier temps, comme ak = kπ −→
k→+∞

+∞, on en déduit par encadrement que
xk −→

k→+∞
+∞.

Dans un second temps, divisons les membres de cet encadrement par kπ : pour
tout k ∈ N∗,

1 ≤ xk

kπ
≤ k + 1

k︸ ︷︷ ︸
−→1

Par encadrement, xk

kπ
−→

k→+∞
1, autrement dit xk ∼ kπ.

Problème III

III.A. Étude de deux applications.
Q1. On vérifie que f est linéaire : pour tous P, Q ∈ R2[X] et λ ∈ R,

f(λP + Q) = 1
2
(
(λP + Q)

(
X
2

)
+ (λP + Q)

(
X+1)

2

))
= λ

1
2
(
P
(

X
2

)
+ P

(
X+1

2

))
+ 1

2
(
Q
(

X
2

)
+ Q

(
X+1

2

))
= λf(P ) + f(Q).

De plus, si P ∈ R2[X], alors P (X
2 ) et P (X+1

2 ) sont de degré inférieur ou égal à 2
d’après les règles sur le degré d’une composée ; on en déduit que f(P ) est toujours
de degré inférieur ou égal à 2. Ainsi, f est un endomorphisme de R2[X].

Q2. Soient P, Q ∈ R2[X] et λ ∈ R. Alors φ(λP + Q) = (λP + Q)(1) = λP (1) + Q(1) =
λφ(P ) + φ(Q) ; ainsi φ est linéaire.

Q3. Il s’agit de calculer f(1), f(X) et f(X2) :

f(1) = 1
2(1 + 1) = 1

f(X) = 1
2

(
X

2 + X + 1
2

)
= 1

2X + 1
4

f(X2) = 1
2

((
X

2

)2
+
(

X + 1
2

)2)
= 1

4X2 + 1
4X + 1

8 .

On en déduit que

MatB(f) =

1 1/4 1/8
0 1/2 1/4
0 0 1/4

 .
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Q4. La matrice de f dans la base B est triangulaire supérieure à coefficients diagonaux
tous non nuls, elle est donc inversible ; on en déduit immédiatement que f est
bijective, donc injective et surjective.

Q5. Soit P = aX2 + bX + c ∈ R2[X]. Alors :

P ∈ Ker φ ⇐⇒ P (1) = 0 ⇐⇒ a + b + c = 0 ⇐⇒ c = −a − b.

Ainsi, on peut écrire Ker φ = Vect(X2 − 1, X − 1) La famille (X2 − 1, X − 1) est
échelonnée en degré, elle est donc libre et, par suite, une base de Ker φ ; on en
déduit que celui-ci est de dimension 2.

Q6. Le noyau Ker φ n’est pas réduit à {0}, φ n’est donc pas injective. D’après le
théorème du rang (car R2[X] est de dimension finie), dim Im φ = dim R2[X] −
dim Ker φ = 3 − 2 = 1. Or Im φ est, par définition, un sous-espace vectoriel de R
qui est de dimension 1 ; par inclusion et égalité des dimensions, Im φ = R donc φ
est surjective.

III.B. Calcul des puissances successives d’une matrice.
Q7. La famille B′ est échelonnée en degré, elle est donc libre. De plus, c’est une famille

de trois vecteurs dans R2[X] qui est de dimension 3 ; c’est donc une base.
Q8. Il suffit d’écrire, en colonnes, les coordonnées des vecteurs de B′ dans la base B.

Autrement dit,

Q =

1 1 1
0 −2 −6
0 0 6


Q9. Q est la matrice de passage entre deux bases, elle est donc injective. Pour le calcul

de l’inverse, on utilise la méthode du pivot :1 1 1
0 −2 −6
0 0 6

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ∼

1 1 1
0 1 3
0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 −1/2 0
0 0 1/6


∼

1 1 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 −1/6
0 −1/2 −1/2
0 0 1/6


∼

1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
1 1/2 1/3
0 −1/2 −1/2
0 0 1/6



On en (re-)déduit que Q est inversible et que Q−1 =

1 1/2 1/3
0 −1/2 −1/2
0 0 1/6

.

Q10. On utilise la formule de chagement de base :

M = Q−1AQ =

1 1/2 1/3
0 −1/2 −1/2
0 0 1/6


1 1/4 1/8

0 1/2 1/4
0 0 1/4


1 1 1

0 −2 −6
0 0 6


=

1 0 0
0 1/2 0
0 0 1/4

 .
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Q11. Remarquons que, M étant diagonale, il est très facile de calculer ses puissances :
pour tout n ∈ N,

Mn =

1 0 0
0 2−n 0
0 0 4−n

 .

On utilise alors la formule de la question précédente, que l’on inverse pour obtenir
A = QMQ−1. Ainsi :

An =
(
QMQ−1

)n
= QMQ−1 QMQ−1 . . . QMQ−1︸ ︷︷ ︸

n fois

= QMnQ−1

car tous les facteurs Q−1Q intermédiaires se simplifient. Il reste simplement à faire
le calcul :

An = QMnQ−1 =

1 1 1
0 −2 −6
0 0 6


1 0 0

0 2−n 0
0 0 4−n


1 1/2 1/3

0 −1/2 −1/2
0 0 1/6


=

1 1/2 − 1/2n+1 1/3 − 1/2n+1 + 1/(6 × 4n)
0 1/2n 1/2n − 1/4n

0 0 1/4n


Q12. Soit P = a + bX + cX2 ∈ R2[X]. Alors le vecteur des coordonnées de P dans la

base B est

a
b
c

 ; les coordonnées de fn(P ) dans cette base sont donc données par :

An ×

a
b
c

 =

a + b/2 + c/3 − c/2n+1 + c/(6 × 4n)
b/2n + c/4n − c/2n

c/4n

 .

On en déduit que :

fn(P ) = a + b

2 + c

3 − c

2n+1 + c

6 × 4n
+
(

b

2n
+ c

4n
− c

2n

)
X + c

4n
X2

Q13. D’après la formule précédente,

ϕ(fn(P )) = a + b

2 + c

3 − c

2n+1 + c

6 × 4n
+
(

b

2n
+ c

4n
− c

2n

)
+ c

4n
.

On calcule la limite de l’expression précédente lorsque n tend vers l’infini ; tous les
termes en α

2n et α
4n tendent vers 0, il ne reste que a + b

2 + b
3 . On reconnaît la valeur

de
∫ 1

0 (a + bX + cX2) dt.

III.C. Une autre preuve du résultat précédent.
Q14. On procède par récurrence sur n.

Pour n = 0, on retrouve f 0(P ) = P = 1
20 P

(
X+0

20

)
= P (X) (somme à un seul

terme).
Soit n ∈ N, on suppose que :

fn(P ) = 1
2n

2n−1∑
k=0

P

(
X + k

2n

)
.
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Alors, par définition,

fn+1(P ) = f(fn(P )) = 1
2

(
1
2n

2n−1∑
k=0

P

(
X
2 + k

2n

)
+ 1

2n

2n−1∑
k=0

P

(
X+1

2 + k

2n

))

= 1
2n+1

2n−1∑
k=0

P

(
X + 2k

2n+1

)
+ 1

2n+1

2n−1∑
k=0

P

(
X + 2k + 1

2n+1

)
On reconnaît que dans ces deux sommes prises ensembles, l’entier 2k (respective-
ment 2k + 1) parcourt tous les entiers de 0 à 2 × 2n − 1 = 2n+1 − 1 On en déduit
que

fn+1(P ) = 1
2n+1

2n+1−1∑
k=0

P

(
X + k

2n+1

)
,

d’où le résultat.
Q15. On rappelle que les sommes de Riemann d’une fonction continue f sur un intervalle

[a; b] subdivisé en n segments sont données par

Sn = b − a

n

n∑
k=1

f

(
a + k

b − a

n

)
.

En appliquant φ à l’expression de la question précédente, et en faisant le change-
ment d’indice k′ = 1 + k, on trouve :

φ(fn(P )) = 1
2n

2n−1∑
k=0

P

(
1 + k

2n

)
= 1

2n

2n∑
k′=1

P

(
k′

2n

)
On reconnaît une somme de Riemann à 2n termes sur l’intervalle [0; 1]. Le polynôme
P étant une fonction continue, ces sommes de Riemann convergent lorsque n tend
vers l’infini vers l’intégrale de P sur [0; 1].


