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Problème I

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n ∈ N⋆. On note idE l’application
identité de E c’est-à-dire la fonction définie pour tout u ∈ E par idE(u) = u.

On rappelle que, si f est un endomorphisme de E, alors pour tout p ∈ N⋆, on note
fp = f ◦ f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸

p fois

et f 0 = idE par convention.

I.A. Un exemple. Soit f : R2 → R2 définie par f(x, y) = 1
4(x + 3y, 3x + y).

Q1. Justifier soigneusement que f est un endomorphisme de R2.
Q2. Donner la matrice de f dans la base canonique de R2.
Q3. En déduire que f 2 = 1

2(f + idE).

I.B. Cas général. Dans toute la suite du problème, f désigne un endomorphisme quel-
conque de E vérifiant f 2 = 1

2(f + idE).
Q4. Montrer que f est un isomorphisme et exprimer son inverse f−1 en fonction de f

et de idE.
Q5. Justifier que Ker(f − idE) et Ker(f + 1

2 idE) sont des sous-espaces vectoriels de E.
Q6. Soit x ∈ E. Montrer que :

1
3x + 2

3f(x) ∈ Ker(f − idE) et 2
3x − 2

3f(x) ∈ Ker(f + 1
2 idE).

Q7. En déduire que E = Ker(f − idE) ⊕ Ker(f + 1
2 idE).

Q8. Calculer (f + 1
2 idE) ◦ (f − idE). En déduire que Ker(f + 1

2 idE) = Im(f − idE).
Q9. Exprimer f 3 et f 4 sous la forme de combinaisons linéaires de f et idE.

Q10. Montrer par récurrence que, pour tout n ∈ N, il existe an, bn ∈ R tels que fn =
anf + bnidE. Déterminer a0, b0, a1 et b1, et exprimer an+1 et bn+1 en fonction de
an et bn pour tout n ∈ N.

Q11. Vérifier que, pour tout n ∈ N, an = 2
3

(
1 − (−1

2)n
)

et bn = 1
3

(
1 − (−1

2)n−1
)
.

Q12. Déterminer les limites respectives de an et bn lorsque n tend vers +∞.
(d’après CCINP 2020)
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Problème II

Soient n et N deux entiers naturels non nuls. On lance successivement n boules au
hasard dans N cases numérotées de 1 à N . On suppose que les différents lancers sont
indépendants et que la probabilité pour une boule de tomber dans une case donnée est
1
N

. Une case peut contenir plusieurs boules.
On note Tn le nombre de cases non vides à l’issue des n lancers.

Q1. Soit (un)n∈N une suite réelle. On suppose qu’il existe deux réels a ̸= 1 et b tels que
un+1 = aun + b pour tout n ∈ N.
(a) Pour tout n ∈ N, on pose vn = un − b

1−a
. Montrer que la suite (vn)n∈N est

géométrique de raison a.
(b) En déduire, pour tout n ∈ N, l’expression de un en fonction de u0, n, a et b.

Q2. Déterminer (en fonction de n et N) l’univers-image de la variable Tn. On distin-
guera les cas n ≤ N et n > N .

Q3. Donner la loi de T1, de T2. Calculer leurs espérances.
Q4. On fixe maintenant n ≥ 2. Calculer les probabilités :

P(Tn = 1); P(Tn = 2); P(Tn = n).

Q5. À l’aide de la formule des probabilités totales, montrer que, pour tout k ≥ 1 :

P(Tn+1 = k) = k

N
P(Tn = k) + N − k + 1

N
P(Tn = k − 1).

Q6. Pour tout x ∈ R, on pose :

Gn(x) =
n∑

k=0
P(Tn = k)xk.

(a) Vérifier que G′
n(1) = E(Tn).

(b) En utilisant la question Q5, montrer que, pour tout x ∈ R :

Gn+1(x) = 1
N

(x − x2)G′
n(x) + xGn(x).

(c) En déduire que :

E(Tn+1) =
(

1 − 1
N

)
E(Tn) + 1.

(d) En utilisant la question Q1, en déduire que :

E(Tn) = N
(

1 −
(

1 − 1
N

)n)
Q7. Pour tout k ∈ J1, NK, on note Yk le nombre de boules que contient la case numéro

k, et Zk la variable aléatoire valant 0 si la boîte k est vide et 1 si elle contient au
moins une boule.
(a) Donner la loi de Yk, en déduire son espérance et sa variance.
(b) Déduire de la question précédente la loi de Zk et son espérance.
(c) Les variables aléatoires (Zk)1≤k≤N sont-elles mutuellement indépendantes ?
(d) Exprimer Tn en fonction des variables aléatoires (Zk)1≤k≤N ; retrouver ainsi

l’expression de E(Tn).

(d’après PT 2018)
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Problème III

III.A. Un cas particulier. On considère les ensembles suivants :
F = {(x, y, z) ∈ R3 | 2x+y−z = 0} et G = {(x, y, z) ∈ R3 | 2x−2y+z = x−y−z = 0}.

Q1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel.
Q2. Déterminer une base de F et une base de G.
Q3. Montrer que R3 = F ⊕ G.
Q4. Soit p la projection sur F parallèlement à G. Déterminer la matrice de p dans la

base canonique de R3.
Q5. Justifier que la famille de vecteurs obtenue en concaténant la base de F et la base

de G déterminées à la question Q2, est une base de R3. Déterminer la matrice de
p dans cette base.

Dans la suite de l’exercice, E désigne un R-espace vectoriel de dimension
n ≥ 2.

III.B. Généralités. On considère un projecteur p de E, c’est-à-dire un endomorphisme
de E tel que p ◦ p = p.

Q6. Montrer que E = Ker(p) ⊕ Im(p). On pourra remarquer que, pour tout x ∈ E,
x = (x − p(x)) + p(x).

Q7. Montrer que Im(p) = Ker(idE − p).
Q8. Justifier qu’il existe une base B de E telle que la matrice de p dans cette base soit

diagonale, de la forme

MatB(p) =



1
. . .

1
0

. . .
0


(les coefficients non-diagonaux sont tous nuls et ne sont pas représentés, par souci
de lisibilité).

Q9. Montrer par récurrence sur k ∈ N⋆ que, si E1, . . . , Ek sont des sous-espaces vecto-
riels de E, alors

dim(E1 + · · · + Ek) ≤ dim(E1) + · · · + dim(Ek).

III.C. Condition nécessaire et suffisante pour qu’une somme de projecteurs
soit un projecteur. Soit k un entier naturel supérieur ou égal à 2. On considère des
projecteurs de E, notés p1, . . . , pk, et on pose qk = p1 + · · · + pk.

Q10. Montrer que, si pi◦pj = 0 pour tous i, j ∈ J1; nK distincts, alors qk est un projecteur.

Dans toute la suite, on tente de montrer l’implication réciproque : on suppose que qk est
un projecteur et on souhaite montrer que pi ◦ pj = 0 pour tous i, j ∈ J1; nK distincts.

Q11. (a) Montrer que Im(qk) ⊂ Im(p1) + · · · + Im(pk).
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(b) À l’aide des résultats de la partie précédente, montrer que :
rg(qk) = dim

(
Im(p1) + · · · + Im(pk)

)
;

en déduire que Im(qk) = Im(p1) + · · · + Im(pk).
(c) Montrer que Im(qk) = Im(p1) ⊕ · · · ⊕ Im(pk).

Q12. (a) Montrer que, pour tout j ∈ J1; kK, qk ◦ pj = pj.
(b) En déduire que, pour tout j ∈ J1; kK et pour tout x ∈ E,∑

1≤i≤n, i̸=j

pi

(
pj(x)

)
= 0

(c) Montrer alors que, pour tout couple (i, j) ∈ J1; kK2 tel que i ̸= j, on a pi◦pj = 0.
Q13. Conclure.

(d’après BCE EDHEC S 2020)
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