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Problème I

Q1. Par définition, f : R2 → R2. Reste à montrer que f est linéaire. Soient (x1, y1) et
(x2, y2) ∈ R2. Soient λ, µ ∈ R. Alors

f(λx1 + µx2, λy1 + µy2) = 1
4(λx1 + µx2 + 3λy1 + 3µy2, 3λx1 + 3µx2 + λy1 + µy2)

= λ
4 (x1 + 3y1, 3x1 + y1) + µ

4 (x2 + 3y2, 3x2 + y2)
= λf(x1, y1) + µf(x2, y2).

L’application f est donc un endomorphisme de R2.
Q2. On calcule f(1, 0) = 1

4(1, 3) et f(0, 1) = 1
4(3, 1) donc

Mat
((1,0),(0,1))

f = 1
4

(
1 3
3 1

)
.

Q3. Notons M la matrice calculée à la question précédente. Alors

M2 = 1
16

(
10 6
6 10

)
= 1

8

(
5 3
3 5

)
= 1

8

(
1 3
3 1

)
+ 1

2I2 = 1
2(M + I2).

On en déduit que f2 = 1
2(f + id).

Q4. f2 = 1
2(f + id), autrement dit 2f2 − f = id, c’est-à-dire f ◦ (2f − id) = id. On en déduit

que f est un automorphisme et que f−1 = 2f − id.
Q5. Ces deux ensembles sont des sous-espaces vectoriels de E car ce sont les noyaux d’appli-

cations linéaires définies sur E.
Q6. Soit x ∈ E. Alors

f
(

1
3x + 2

3f(x)
)

= 1
3f(x) + 2

3f2(x) = 1
3f(x) + 1

3f(x) + 1
3x = 1

3x + 2
3f(x).

Autrement dit, (f − id)(1
3x + 2

3f(x)) = 0, donc 1
3x + 2

3f(x) ∈ Ker(f − id).
De même, f(2

3x − 2
3f(x)) = −1

3x + 1
3f(x) = −1

2(2
3x − 2

3f(x)) donc 2
3x − 2

3f(x) ∈
Ker(f + 1

2 id).
Q7. Soit x ∈ Ker(f − id) ∩ Ker(f + 1

2 id). Alors f(x) = x et f(x) = −1
2x, donc x = −1

2x d’où
x = 0. Ainsi, les deux sous-espaces sont en somme directe.

L’inclusion Ker(f − id) + Ker(f + 1
2 id) est évidente.

Soit x ∈ E. D’après la question précédente, on écrit :

x = 1
3x + 2

3f(x)︸ ︷︷ ︸
∈Ker(f−id)

+ 2
3x − 2

3f(x)︸ ︷︷ ︸
∈Ker(f+ 1

2 id)

,

donc x ∈ Ker(f − id) + Ker(f + 1
2 id).

Ainsi, E = Ker(f − id) ⊕ Ker(f + 1
2 id).

Q8. (f + 1
2 id) ◦ (f − id) = f2 + 1

2f − f − 1
2 id = 1

2(f + id) − 1
2f − 1

2 id = 0.
Soit x ∈ Im(f − id). Alors il existe y ∈ E tel que x = (f − id)(y). Mais alors (f +

1
2 id)(x) = (f + 1

2 id) ◦ (f − id)(y) = 0 d’après le calcul ci-dessus. Donc x ∈ Ker(f + 1
2 id).

Réciproquement, soit x ∈ Ker(f + 1
2 id). Alors f(x) = −1

2x, donc f(x) − x = −3
2x, et

ainsi x = f(−2
3x) + 2

3x = (f − id)(−2
3x). On en déduit que x ∈ Im(f − id).

Ainsi, Ker(f + 1
2 id) = Im(f − id).

Q9. On écrit f3 = f ◦ f2 = f ◦ 1
2(f + id) = 1

2f2 + 1
2f = 1

4f + 1
4 id + 1

2f = 3
4f + 1

4 id. De même,
f4 = f2 ◦ f2 = 1

4(f + id)(f + id) = 1
4f2 + 1

2f + 1
4 id = 5

8f + 3
8 id.

1



2

Q10. L’initalisation est claire : f0 = id (donc a0 = 0 et b0 = 1) et f1 = f (donc a1 = 1 et
b1 = 0).

Soit n ∈ N, on suppose que les coefficients an et bn existent. Alors

fn+1 = f ◦ fn = f ◦ (anf + bnid) = anf2 + bnf =
(

an
2 + bn

)
f + an

2 id.

Ainsi les coefficients an et bn existent pour tout n ∈ N et vérifient les relations de
récurrence an+1 = an

2 + bn et bn+1 = an
2 .

Q11. On le vérifie par récurrence sur n ∈ N. Pour n = 0, on retrouve bien a0 = 0 et b0 =
1
3(1 − (−2)) = 1.

Soit n ∈ N. On suppose que an = 2
3(1− (−1

2)n) et bn = 1
3(1− (−1

2)n−1). Alors, d’après
la question précédente,

an+1 = an
2 + bn = 1

3
(
1 − (−1

2)n)+ 1
3(1 − (−1

2)n−1) = 2
3 − 1

3(−1
2)n = 2

3
(
1 − (−1

2)n+1).
De même,

bn+1 = an
2 = 1

3
(
1 − (−1

2)n) = 1
3
(
1 − (−1

2)n+1−1)
On en déduit que an et bn s’écrivent bien de la manière indiquée.

Q12. | − 1
2 | < 1 donc (−1

2)n −→ 0. On en déduit que an −→ 2
3 et bn −→ 1

3 .

Problème II

Q1. (a) Pour tout n ∈ N,

vn+1 = un+1 − b
1−a = aun + b − b

1−a = a(vn + b
1−a) + b − b

1−a = avn + ab + (1 − a)b − b

1 − a
= avn,

la suite (vn)n∈N est donc géométrique de raison a.
(b) D’après la question précédente, pour tout n ∈ N, vn = anv0. On en déduit que

un = an(u0 − b
1−a) + b

1−a .
Q2. Le résultat de la variable aléatoire Tn (nombre de cases occupées) est majoré simultané-

ment par n (le nombre de boules lancées) et N (le nombre de cases au total). Ainsi, si
n ≤ N , Tn(Ω) = J1; nK ; dans le cas contraire, Tn(Ω) = J1; NK.

Q3. Si on lance une seule boule, il y a nécessairement une case occupée. Ainsi T1 suit une loi
certaine de valeur 1 et E(T1) = 1.

Si on lance deux boules, la probabilité qu’elles atterrissent toutes les deux dans la
case numéro i est 1

N2 pour tout i ∈ J1; NK (car les lancers sont indépendants) ; ainsi la
probabilité qu’elles atterrissent toutes les deux dans la même case est N × 1

N2 = 1
N .

Autrement dit, P(T2 = 1) = 1
N et P(T2 = 2) = N−1

N . On en déduit E(T2) = 1
N +2N−1

N =
2N−1

N .
Q4. De la même manière qu’à la question précédente, la probabilité que les n boules atterrisent

toutes dans la case numéro i est 1
Nn , donc la probabilité qu’elles atterrissent toutes dans

une même case est P(Tn = 1) = 1
Nn−1 .

Soient i ̸= j ∈ J1; NK. Toujours par indépendance des lancers, la probabilité que toutes
les boules atterrissent dans l’une des deux cases est

(
2
N

)n
. Il faut exclure de cela les deux

cas où toutes les boules atterrissent dans la même case, chacun de probabilité 1
Nn : ainsi

la probabilité que les cases occupées soient exactement i et j est
(

2
N

)n
− 2

Nn . On somme
cette probabilité sur tous les couples (i, j) possibles :

P(Tn = 2) =
(

N

2

)
2n − 2

Nn
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Si N < n, alors P(Tn = n) = 0. Si n ≤ N , la probabilité que chacune des n boules
atterrisse dans une case différente est

P(Tn = n) =
(

N

n

)
n!
Nn

Q5. Considérons le lancer de la n + 1-ème boule. Deux situations sont possibles : la boule at-
territ dans une case déjà occupée, ou dans une case précédemment vide. Nécessairement,
si Tn+1 = k, on a donc Tn = k ou Tn = k − 1. On peut donc écrire (Tn+1 = k) comme
l’union de deux événements incompatibles :

(Tn+1 = k) =
(
(Tn+1 = k) ∩ (Tn = k)

)
∪
(
(Tn+1 = k) ∩ (Tn = k − 1)

)
.

D’après la formule des probabilités totales, on a donc :
P (Tn+1 = k) = PTn=k(Tn+1 = k)P(Tn = k) + PTn=k−1(Tn+1 = k)P(Tn = k − 1).

On calcule maintenant les deux probabilités conditionnelles : PTn=k(Tn+1 = k) est la
probabilité de lancer la n + 1-ème boule dans l’une des k cases déjà occupées, cela se
produit avec probabilité k

n ; au contraire PTn=k−1(Tn+1 = k) est la probabilité de lancer
la n + 1-ème boule dans l’une des N − (k − 1) cases encore libres, soit N−k+1

N . On en
déduit la formule souhaitée.

Q6. (a) Pour tout x ∈ R, G′
n(x) =

∑n
k=1 kP(Tn = k)xk−1. En prenant x = 1 dans cette

équation, on retrouve la définition de E(Tn).
(b) Remarquons que, si n ≥ 1, P(Tn = 0) = 0 donc on peut débuter la somme à k = 1.

Pour tout x ∈ R,

Gn+1(x) =
n+1∑
k=1

P(Tn+1=k)xk =
n+1∑
k=1

(
k
N P(Tn = k) + (1 − k−1

N )P(Tn = k − 1)
)

xk

= x

N

n+1∑
k=1

kP(Tn = k)xk−1 +
n+1∑
k=1

P(Tn = k − 1)xk − 1
N

n+1∑
k=1

(k − 1)P(Tn = k − 1)xk.

Dans la première somme, on remarque que le terme d’indice n + 1 est nul. Dans
les deux autres, c’est le terme d’indice k = 0. On fait, dans ces deux sommes, le
changement d’indices k′ = k − 1 :

Gn+1(x) = x

N

n∑
k=1

kP(Tn = k)xk−1 + x
n∑

k=1
P(Tn = k)xk − x2

N

n∑
k=1

kP(Tn = k)xk−1

= 1
N

(x − x2)G′
n(x) + xGn(x)

(c) On dérive l’égalité de la question précédente : pour tout x ∈ R,

G′
n+1(x) = 1 − 2x

N
G′

n(x) + x − x2

N
G′′

n(x) + G′
n(x) + xGn(x).

On évalue en 1 :

G′
n+1(1) = − 1

N
G′

n(1) + 0 + G′
n(1) + Gn(1).

Reste à remarquer que Gn(1) =
∑n

k=1 P(Xn = k) = 1, on en déduit le résultatd’après
la question (a).

(d) La suite (E(Tn))n∈N∗ répond aux hypothèses de la question Q1 avec a = (1 − 1
N ̸= 1

et b = 1 ; pour tout n ∈ N, on a donc

E(Tn) =
(

1 − 1
N

)n−1 (
E(T1) − 1

1/N

)
+ 1

1/N
=
(

1 − 1
N

)n−1
(1 − N) + N

= N

(
1 − 1

N

)n−1 ( 1
N

− 1
)

+ N = N

(
1 −

(
1 − 1

N

)n)
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Q7. (a) Yk compte le nombre de succès dans la répétition, pour tout i ∈ J1; nK et de manière
indépendante, de l’épreuve de Bernoulli « la i-ème boule est-elle dans la case k » qui
est de paramètre 1

N . On en déduit que Yk ∼ B(n, 1
N ), puis E(Yk) = n

N et V(Yk) =
n(1 − 1

N ).
(b) Zk est une variable aléatoire de Bernoulli car Zk(Ω) = {0, 1} par définition. De

plus, P(Zk = 0) = P(Yk = 0) =
(
1 − 1

N

)n
par définition de la loi binomiale. Ainsi

E(Zk) = P(Zk = 1) = 1 −
(
1 − 1

N

)n
.

(c) Les Zk ne sont pas mutuellement indépendantes. En effet, l’événement (Z1 = 0) ∩
(Z2 = 0) correspond à dire que toutes les boules sont arrivées dans les cases 2 à N ,
ce qui a une probabilité de :

P(Z1 = 0, Z2 = 0) =
(

1 − 2
N

)n

̸=
(

1 − 1
N

)2n

= P(Z1 = 0)P(Z2 = 0)

Les variables Zk ne sont donc pas deux à deux indépendantes, et a fortiori mutuelle-
ment.

(d) On peut écrire que Tn = Z1 + · · · + ZN . En effet, on additionne autant de fois le
nombre 1 qu’il y a de cases occupées. Par linéarité de l’espérance, on a donc

E(Tn) =
n∑

k=1
E(Zk) = N

(
1 −

(
1 − 1

N

)n)
.

Problème III

III.A.
Q1. Il est évident que F ⊂ R3 et on a 0R3 = (0, 0, 0) ∈ F car 2 · 0 + 0 − 0 = 0. Enfin, soient

(x, y, z) et (x′, y′, z′) deux vecteurs de F et λ ∈ R. Alors

2(x + λx′) + (y + λy′) − (z + λz′) = (2x + y − z)︸ ︷︷ ︸
=0 car (x,y,z)∈F

+λ (2x′ + y′ − z′)︸ ︷︷ ︸
=0 car (x′,y′,z′)∈F

= 0,

donc (x, y, z) + λ(x′, y′, z′) ∈ F .
Ainsi, F est un sous-espace vectoriel de R3.

Q2. Soit X = (x, y, z) ∈ R3. Alors

X ∈ F ⇐⇒ 2x + y − z = 0 ⇐⇒ z = 2x + y

⇐⇒ X = (x, y, 2x + y) ⇐⇒ X = x · (1, 0, 2)︸ ︷︷ ︸
e1

+y · (0, 1, 1)︸ ︷︷ ︸
e2

Ainsi, F = Vect(e1, e2). La famille (e1, e2) étant visiblement libre, c’est donc une base de
F .

De même, G = Vect(e3) avec e3 = (1, 1, 0) ̸= 0 donc (e3) est une base de G.
Q3. On remarque d’ores et déjà, d’après la question précédente, que dim(F ) + dim(G) =

2 + 1 = 3 = dim(R3).
Reste à montrer que F et G sont en somme directe. Soit X = (x, y, z) ∈ F ∩ G.

X ∈ G = Vect(e3) donc, d’après la question précédente, x = y et z = 0. Par ailleurs,
X ∈ F donc 2x + y − z = 0. En combinant ces trois équations, on trouve x = 0, puis
y = z = 0 donc X = 0. On a ainsi montré que F ∩ G = {0}, on en déduit que F et G
sont en somme directe, donc que F ⊕ G = R3.

Q4. On va calculer l’image par p des trois vecteurs de la base canonique de R3 en cherchant
leur décomposition sur F ⊕ G, c’est-à-dire en les écrivant comme somme d’un vecteur
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vérifiant z = 2x + y et d’un vecteur de la forme (x, x, 0). On obtient :

(1, 0, 0) =
∈F︷ ︸︸ ︷

(1
3 ; −2

3 ; 0) +
∈G︷ ︸︸ ︷

(2
3 ; 2

3 ; 0)
(0, 1, 0) = (−1

3 ; 2
3 ; 0) + (1

3 ; 1
3 ; 0)

(0, 0, 1) = (1
3 , 1

3 , 1) + (−1
3 , −1

3 , 0)
Pour obtenir le projeté sur F , on ne conserve que la composante suivant F dans cette
décomposition. On en déduit la matrice :

MatBC(p) =

 1/3 −1/3 1/3
−2/3 2/3 1/3

0 0 1

 = 1
3

 1 −1 1
−2 2 1
0 0 3

 .

Q5. Les familles (e1, e2) et (e3) sont des familles libres respectives de F et G, qui sont en
somme directe ; on en déduit que B = (e1, e2, e3) est une famille libre de R3. Or elle est
composée de 3 vecteurs, ce qui est égal à la dimension de R3. C’est donc une base.

Par ailleurs, e1 et e2 appartiennent à F donc leur image par une projection sur F
est p(e1) = e1 et p(e2) = e2. D’autre part, e3 appartient à G donc son image par une
projection parallèlement à G est p(e3) = 0. On en déduit la matrice

MatB(p) =

1 0 0
0 1 0
0 0 0

 .

III.B.
Q6. Soit x ∈ E. On écrit x = (x − p(x)) + p(x). Il est clair que p(x) ∈ Im(p). Par ailleurs,

p
(
x − p(x)

)
= p(x) − (p ◦ p)(x) = p(x) − p(x) = 0, autrement dit x − p(x) ∈ Ker(p). On

a donc écrit x comme somme d’un élément de Ker(p) et un élément de Im(p) ; ceci étant
vrai pour tout x ∈ E, on a donc E = Ker(p) + Im(p) (on a en fait montré uniquement
l’inclusion ⊂, mais l’inclusion réciproque est triviale).

Reste à montrer que Ker(p) et Im(p) sont en somme directe. Soit x ∈ Ker(p) ∩ Im(p).
Comme x ∈ Im(p), il existe y ∈ E tel qu’on puisse écrire x = p(y). Par ailleurs, x ∈ Ker(p)
donc p(x) = 0. En combinant les deux écritures, on trouve p

(
p(y)

)
= 0, soit p(y) = 0 car

p ◦ p = p. Autrement dit x = 0.
Q7. On procède par double inclusion. Soit x ∈ Im(p). Il existe donc y tel que x = p(y). Mais

alors x − p(x) = p(y) − p
(
p(y)

)
= p(y) − p(y) = 0. Ainsi x ∈ Ker(idE − p)

Réciproquement, soit x ∈ Ker(idE − p), autrement dit x − p(x) = 0, autrement dit
x = p(x) et il appartient donc à Im(p) (puisqu’il peut s’écrire comme image de lui-même).
D’où l’égalité.

Q8. On s’inspire de la question Q5. Soient B1 et B2, respectivement, des bases de Im(p) et
Ker(p). Comme E = Ker(p)⊕Im(p), on en déduit que la famille B obtenue en concaténant
B1 et B2 est une base de E.

J’affirme que la matrice de p dans cette base est de la forme demandée. En effet, les
colonnes de gauche correspondent aux vecteurs de la base B1 ; ce sont des vecteurs de
Im(p) = Ker(idE −p), autrement dit ils vérifient p(x) = x. On observe donc des premières
colonnes identiques à celles de la matrice identité. Au contraire, les colonnes de droite
correspondent aux vecteurs de la base B2 ; ce sont des vecteurs de Ker(p), ils vérifient
donc p(x) = 0. Les colonnes correspondantes sont donc intégralement nulles.

Q9. On raisonne par récurrence sur k ∈ N⋆.
Si k = 1, il est trivialement vrai que dim(E1) ≤ dim(E1).
Soit maintenant k ∈ N⋆. On suppose que, si E1, . . . , Ek sont k sous-espaces de E,

alors dim(E1 + · · · + Ek) ≤ dim(E1) + · · · + dim(Ek). Soient maintenant E1, . . . , Ek+1
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k + 1 sous-espaces de E. On a E1 + · · · + Ek+1 = (E1 + · · · + Ek) + Ek+1 donc, d’après
la formule de Grassmann,

dim(E1 + · · · + Ek+1) = dim(E1 + · · · + Ek) + dim(Ek+1) − dim((E1 + · · · + Ek) ∩ Ek+1)
≤ dim(E1 + · · · + Ek) + dim(Ek+1)
≤ dim(E1) + · · · + dim(Ek) + dim(Ek+1) par HR,

ce qui démontre bien le résultat souhaité.

III.C.
Q10. Il s’agit de voir si qk ◦ qk = qk. On calcule donc qk ◦ qk et on développe par linéarité :

qk ◦ qk = (p1 + · · · + pk) ◦ (p1 + · · · + pk) =
n∑

i=1

n∑
j=1

pi ◦ pj

Or pi ◦ pj = 0 si i ̸= j, par hypothèse, tandis que pi ◦ pi = pi car pi est un projecteur.
Après simplification, il ne reste donc que qk ◦ qk =

∑n
i=1 pi, autrement dit qk ◦ qk = qk.

Q11. (a) Soit x ∈ Im(qk). Par définition, il existe y ∈ E tel que x = qk(y), autrement dit
x = p1(y) + · · · + pk(y). Mais p1(y) ∈ Im(p1), . . . , pk(y) ∈ Im(pk), on a donc bien
x ∈ Im(p1) + · · · + Im(pk).

(b) D’après la partie précédente, qk, et p1, . . . , pk étant des projecteurs, leur trace est
égale à leur rang. On a donc, par linéarité de la trace,

rg(qk) = Tr(qk) = Tr(p1 + · · · + pk) = Tr(p1) + · · · + Tr(pk) = rg(p1) + · · · + rg(pk)
= dim

(
Im(p1)

)
+ · · · + dim

(
Im(pk)

)
≥ dim

(
Im(p1) + · · · + Im(pk)

)
d’après Q9

Par ailleurs, d’après la question précédente, Im(qk) ⊂ Im(p1) + · · · Im(pk) donc

rg(qk) = dim
(

Im(qk)
)

≤ dim
(

Im(p1) + · · · + Im(pk)
)
.

On a donc l’égalité des dimensions par double inégalité. Les sous-espaces Im(qk) et
Im(p1) + · · · + Im(pk) sont ainsi inclus l’un dans l’autre et de même dimension, ils
sont donc égaux.

(c) Supposons qu’il existe x1 ∈ Im(p1), . . . , xk ∈ Im(pk) tels que x1 + · · · + xk = 0.
Raisonnons par l’absurde et supposons que l’un des xi n’est pas nul, disons x1 pour
faciliter les notations. On peut alors écrire x1 = −x2 − · · · − xk, autrement dit x1 ∈
Im(p2) + · · · + Im(pk). Mais simultanément x1 ∈ Im(p1) par définition. On en déduit
que Im(p1) ∩

(
Im(p2) + · · · + Im(pk)

)
̸= {0} ; en particulier, cette intersection est de

dimension strictement positive.
Mais alors, d’après la formule de Grassmann,

dim
(

Im(p1) + · · · + Im(pk)
)

= dim
(

Im(p1)
)

+ dim
(

Im(p2) + · · · + Im(pk)
)

− dim
(

Im(p1) ∩
(

Im(p2) + · · · + Im(pk)
))

< dim
(

Im(p1)
)

+ dim
(

Im(p2) + · · · + Im(pk)
)

< dim
(

Im(p1)
)

+ dim
(

Im(p2)
)

+ · · · + dim
(

Im(pk)
)

(d’après Q9).

Ceci contredit la question précédente, d’après laquelle ces deux nombres devraient
être égaux. On en déduit que tous les xi sont nuls et que les Im(pi) sont en somme
directe.

Q12. (a) Soit j ∈ J1; kK. Soit x ∈ E. Alors pj(x) ∈ Im(pj) ⊂ Im(p1) + · · · + Im(pk) = Im(qk) =
Ker(idE − qk) d’après les questions précédentes. Autrement dit, qk

(
pj(x)

)
= pj(x).
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(b) Soient j ∈ J1 : kK et x ∈ E. D’après la question précédente, qk

(
pj(x)

)
= pj(x),

autrement dit
n∑

i=1
pi
(
pj(x)

)
= pj(x).

On sépare le terme i = j de la somme et on le passe du côté droit :∑
1≤i≤n,i̸=j

pi
(
pj(x)

)
= pj(x) − pj

(
pj(x)

)
= 0 car pj est un projecteur.

(c) Soit x ∈ E. Dans l’égalité ci-dessus, chacun des termes pi
(
pj(x)

)
est un élément de

Im(pi). L’écriture
∑

1≤i≤n,i ̸=j pi
(
pj(x)

)
= 0 est donc une décomposition du vecteur

nul sur Im(p1) ⊕ · · · ⊕ Im(pk). Par unicité de cette décomposition (la somme étant
directe), on en déduit directement que pi

(
pj(x)

)
= 0 pour tout i ̸= j.

Q13. D’après les questions Q10 (sens direct) et Q11 et Q12 (sens réciproque), on en déduit
que qk est un projecteur si et seulement si pi ◦ pj = 0 pour tous i, j ∈ J1; nK distincts.


