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Problème I

Dans tout le problème, on fixe un entier naturel n ≥ 2. On note Mn(R) l’ensemble des
matrices réelles carrées d’ordre n, Mn,1(R) l’ensemble des matrices colonnes et M1,n(R)
l’ensemble des matrices lignes réelles d’ordre n.

On rappelle que, pour tout matrice M ∈ Mn(R), le rang de M , noté rg(M), est la
dimension de l’image de l’endomorphisme de Rn canoniquement associé à M ; c’est-à-
dire la dimension du sous-espace vectoriel de Rn engendré par les vecteurs colonnes de
M .

Q1. Justifier que, si M ∈ Mn(R), alors rg(M) ∈ J0; nK. Donner une interprétation des
cas particuliers rg(M) = 0 et rg(M) = n.

I.A. Rang et trace d’une matrice aléatoire. On suppose que X1, . . . , Xn sont des
variables aléatoires définies sur le même espace probabilisé, indépendantes et toutes de
loi de Bernoulli de même paramètre p ∈ ]0; 1[.

On définit les matrices aléatoires :

U =



X1
X2
...
...

Xn

 et M = U × UT =



X2
1 X1X2 X1X3 · · · · · · X1Xn

X2X1 X2
2 X2X3 · · · · · · X2Xn

X3X1 X3X2 X2
3 · · · · · · X3Xn

... ... ... . . . ...

... ... ... . . . ...
XnX1 XnX2 XnX3 · · · · · · X2

n


.

Q2. Justifier que le sous-espace vectoriel engendré par les colonnes de M est égal à
Vect(U).

Q3. En déduire que la variable aléatoire Y = rg(M) suit une loi de Bernoulli de para-
mètre 1 − (1 − p)n.

Q4. Pour tout k ∈ J1; nK, quelle est la loi de X2
k ? En déduire la loi de la variable

aléatoire Tr(M).
Q5. Vérifier que M2 = Tr(M)M . En déduire la probabilité de l’événement « M est une

matrice de projection ».

I.B. Polynôme annulateur des matrices de rang 1. Dans cette partie, A désigne
une matrice de Mn(R) de rang égal à 1.

Q6. On note C ∈ Mn,1(R) la première colonne non nulle de A. Montrer qu’il existe
une matrice ligne L ∈ M1,n(R) telle que A = C × L.

Q7. Justifier que le réel L × C est égal à la trace de A.
Q8. En déduire que P (X) = X2 − Tr(A)X est un polynôme annulateur de A.

(d’après CCINP MP 2025)
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Problème II

Dans l’ensemble de l’exercice, on considère la suite (un)n∈N∗ définie par :

∀ n ∈ N∗ un =
∫ 1

0

1
(1 + t3)n

dt.

Q1. (a) Déterminer a, b, c ∈ R tels que :

∀ t ∈ R \ {−1} 1
1 + t3 = a

1 + t
+ b(2t − 1)

t2 − t + 1 + c

t2 − t + 1 .

(b) Soit Φ: t 7→ arctan
(

2t−1√
3

)
. Calculer sa dérivée.

(c) En utilisant les questions précédentes, déterminer deux réels α, β tels que u1 =
α ln(2) + βπ.

Q2. (a) Montrer que, pour tout n ∈ N∗, 0 ≤ un ≤ 1.
(b) Montrer que la suite (un)n∈N∗ est monotone.
(c) Montrer que la suite (un)n∈N∗ converge vers une limite ℓ ∈ R que l’on ne

demande pas de calculer.

Q3. (a) Montrer que, pour tous n ∈ N∗ et t ∈ [0; 1], 1
(1 + t)n

≤ 1
(1 + t3)n

.

(b) Montrer que
∫ 1

0

1
(1 + t)n

dt ∼
n→+∞

1
n

.

(c) En déduire la nature de la série numérique ∑
un.

Q4. (a) À l’aide d’une intégration par parties dans l’expression de un (on pourra écrire
1

(1+t3)n = 1
(1+t3)n ×1), montrer qu’il existe deux suites (an)n∈N∗ et (bn)n∈N∗ , dont

on donnera l’expression, telles que :
∀ n ∈ N∗ un = an + bn(un − un+1).

(b) Montrer que la série ∑ 1
n2n est convergente ; on admettra que sa somme est égale

à ln(2).
(c) Déduire des deux questions précédentes que la série ∑ un

n
est convergente et

exprimer sa somme en fonction du réel ℓ défini à la question Q2.(c).

Q5. On pose, pour tout n ∈ N∗, vn =
∫ +∞

0

1
(1 + t3)n

dt.

(a) Montrer que la suite (vn)n∈N∗ est bien définie.
(b) En utilisant les résultats des questions Q1.(a) et (b), déterminer la valeur de

v1.
(c) En comparant les termes généraux un et vn pour n ∈ N∗, déterminer la nature

de la série ∑
vn.

(d) Montrer que, pour tout n ∈ N∗, vn+1 = 3n − 1
3n

vn.
On pourra utiliser une intégration par parties similaire à celle de la question
Q4.(a).

(e) En déduire le résultat :

∀ n ∈ N \ {0; 1} vn = 2 × 5 × · · · × (3n − 4)
3n × (n − 1)!

2π√
3

.

(d’après CCINP TPC 2022)
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Problème III

Présentation générale. Ce problème traite de l’étude d’une fonction définie par une inté-
grale. De telles fonctions apparaissent dans de nombreux domaines d’application : auto-
matique, traitement du signal, etc. On s’intéressera en particulier au calcul de certaines
des valeurs de cette fonction, à ses variations, ainsi qu’à son comportement asympto-
tique.

III.A. Définition de la fonction.

Q1. Pour quelles valeurs de α ∈ R l’intégrale
∫ 1

0
tα dt est-elle convergente ? Calculer

alors sa valeur en fonction de α.
Q2. Un nombre réel x étant fixé, donner un équivalent (sous la forme d’une puissance

de t), lorsque t tend vers 0+, de la fonction définie sur ]0; 1] par t 7→ tx−1

1 + t
.

Q3. En déduire que l’intégrale
∫ 1

0

tx−1

1 + t
dt converge si et seulement si x > 0.

On définit alors sur ]0; +∞[ la fonction f par :

f(x) =
∫ 1

0

tx−1

1 + t
dt.

La suite du problème a pour but d’étudier certaines propriétés de la fonction f .

III.B. Calcul de f(n) pour n ∈ N∗.

Q4. Montrer que f(1) = ln(2), puis que f(2) = 1 − ln(2). On pourra remarquer que, si
t ∈ [0; 1] :

1 − 1
1 + t

= t

1 + t
.

Q5. Montrer que, pour t ∈ [0; 1] et n ∈ N∗ :

1 − (−t)n = (1 + t)
n−1∑
k=0

(−1)ktk.

On pourra utiliser la factorisation remarquable de an − bn.
Q6. En déduire que, pour tout entier n ≥ 2 :

f(n) = (−1)n−1 ln(2) + (−1)n
n−2∑
k=0

(−1)k 1
k + 1 .

On pourra remarquer que, pour n ≥ 2 et t ∈ [0; 1], tn−1 = (−1)n−1(−t)n−1.

Q7. Écrire une fonction Python d’en-tête def fEntier(n): qui calcule f(n) à partir
de la formule obtenue dans la question précédente et renvoie la valeur de f(n)
pour n ∈ N∗. On supposera que la fonction log (pour ln) a été importée depuis la
bibliothèque numpy.
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III.C. Variations de f .
Q8. Rappeler la définition de la décroissance d’une fonction g définie sur un intervalle

I et à valeurs dans R.
Q9. Soient α et β deux nombres réels tels que −1 < α ≤ β. Comparer, pour t ∈ ]0; 1],

tα et tβ.
En déduire que f est décroissante sur ]0; +∞[.

Q10. Montrer que, pour tout x > 0 et t ∈ ]0; 1] :
tx−1

2 ≤ tx−1

1 + t
≤ tx−1.

En déduire que, pour x > 0 :
1
2x

≤ f(x) ≤ 1
x

.

Q11. En déduire la limite de f en +∞ ainsi que la limite de f en 0.
Q12. Tracer l’allure de la courbe représentative de f dans un repère orthonormé. On

placera en particulier les points de cette courbe d’abscisses 1 et 2 (on donne ln(2) ≃
0,7).

III.D. Équivalent de f en +∞.
Q13. Montrer que, pour x ∈ ]0; +∞[ :

f(x) + f(x + 1) = 1
x

.

Q14. En utilisant le résultat de la question Q9, montrer que, pour x > 1 :
f(x + 1) + f(x) ≤ 2f(x) ≤ f(x) + f(x − 1).

Q15. En déduire un équivalent de f en +∞.
(d’après CCINP 2023)
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