
TSI2 Mathématiques – Corrigé du devoir surveillé no3 2025-26

Problème I

Q1. Si M ∈ Mn(R), alors M possède n colonnes ; l’espace engendré par celles-ci est
donc de dimension comprise entre 0 et n. On a rg(M) = 0 si et seulement si tous
les vecteurs colonnes sont nuls, c’est-à-dire si M = 0 ; le cas rg(M) = n correspond
au cas où la famille des colonnes est libre, c’est-à-dire que M est inversible.

I.A. Rang et trace d’une matrice aléatoire.
Q2. Notons C1, . . . , Cn les colonnes de U . On constate que C1 = X1U, . . . , Cn = XnU .

Ainsi, C1, . . . , Cn ∈ Vect(U) donc Vect(C1, . . . , Cn) ⊂ Vect(U).
Reste à montrer l’égalité des dimensions. L’inclusion montrée précédemment

implique que dim Vect(C1, . . . , Cn) ≤ dim Vect(U). Deux cas :
• Si U ̸= 0, alors dim Vect(U) = 1 ; mais avoir U ̸= 0 implique que l’un des

coefficients Xk de U est non nul. Alors la colonne correspondante de M , Ck =
XkU , n’est pas nulle. On en déduit que Vect(C1, . . . , Cn) n’est pas de dimension
0 ; il est donc de dimension 1.

• Si U = 0, alors dim Vect(U) = 0, mais d’autre part C1 = · · · = Cn = 0 donc
dim Vect(C1, . . . , Cn) = 0.

Q3. Comme dit précédemment, rg(M) = dim Vect(C1, . . . , Cn) = dim Vect(U) ∈ {0; 1},
rg(M) est donc une variable aléatoire de Bernoulli. Son paramètre est donné par :

P(rg(M) = 1) = P(dim Vect(U) = 1) = 1 − P(dim Vect(U) = 0)
= 1 − P(U = 0) = 1 − P(X1 = 0 ∩ · · · ∩ Xn = 0)

= 1 −
n∏

k=1
P(Xk = 0) = 1 − (1 − p)n,

le passage de la probabilité de l’intersection au produit des probabilités étant une
conséquence de l’indépendance des variables aléatoires X1, . . . , Xn.

Q4. Soit k ∈ J1; nK. Remarquons que Xk(Ω) = {0; 1} donc X2
k = Xk, qui suit donc une

loi de Bernoulli de paramètre p. La variable aléatoire Tr(M) = X2
1 + · · · + X2

n est
donc une somme de n variables aléatoires de Bernoulli mutuellement indépendantes
et de même paramètre p ; on en déduit qu’elle suit une loi binomiale de paramètres
(n, p).

Q5. On a, par définition, M2 = UUTUUT. Remarquons que le facteur intérieur UTU
est un réel, égal à X2

1 + · · · + X2
n = Tr(M), on peut donc le mettre en facteur et

en déduire le résultat.
On sait que M est une matrice de projection si et seulement si M2 = M ,

autrement dit si et seulement si Tr(M) = 1. Comme Tr(M) suit une loi binomiale
de paramètres (n, p), on a donc :

P(M est une projection) = P(Tr(M) = 1) =
(

n

1

)
p1(1 − p)n−1 = np(1 − p)n−1.

I.B. Polynôme annulateur des matrices de rang 1.
Q6. Notons C1, . . . , Cn les colonnes de A. Par hypothèse, rg(A) = dim Vect(C1, . . . , Cn) =

1. D’autre part, C ̸= 0 donc dim Vect(C) = 1. Mais C étant égale à l’un des Ck,
il est évident que Vect(C) ⊂ Vect(C1, . . . , Cn). Par inclusion et égalité des dimen-
sions, on a donc Vect(C1, . . . , Cn) = Vect(C). Ainsi, pour tout k ∈ J1; nK, il existe
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λk ∈ R tel que Ck = λkC. Notons L =
(
λ1 · · · λn

)
∈ M1,n(R). En posant le

calcul, on constate que CL =
(
λ1C

... λnC
)

=
(
C1

... Cn

)
= A.

Q7. Par propriété de la trace, Tr(LC) = Tr(CL). D’une part, CL = A. D’autre part,
LC est une matrice de M1,1(R), autrement dit un réel, sa trace est donc égale à
son unique coefficient. On en déduit que LC = Tr(A).

Q8. De la même manière qu’à la question Q5, A2 = C LC︸︷︷︸L = Tr(A)A, donc A2 −
Tr(A)A = 0 et le polynôme X2 − Tr(A)X est un polynôme annulateur de A.

Problème II

Q1. (a) On ramène tout au même dénominateur : pour tout t ̸= −1,
a

1 + t
+ b(2t − 1)

t2 − t + 1 + c

t2 − t + 1 = a(t2 − t + 1) + b(2t − 1)(1 + t) + c(1 + t)
(1 + t)(t2 − t + 1)

= (a + 2b)t2 + (−a + b + c)t + a − b + c

1 + t3 .

En identifiant avec 1
1+t3 , on a donc

a + 2b = 0
−a + b + c = 0

a − b + c = 1
⇐⇒


a = 1

3
b = −1

6
c = 1

2 .

(b) Φ est dérivable sur R par composition. Pour tout t ∈ R,

Φ′(t) = 2√
3

1
1 +

(
2t−1√

3

)2 = 2√
3

3
3 + 4t2 − 4t + 1 =

√
3/2

t2 − t + 1 .

(c) D’après les questions précédentes,

u1 =
∫ 1

0

dt

1 + t3 =
∫ 1

0

(
1/3

1 + t
− 1/6(2t − 1)

t2 − t + 1 + 1/2
t2 − t + 1

)
dt

=
[

1
3 ln(1 + t) − 1

6 ln(t2 − t + 1) + 1√
3

arctan
(

2t − 1√
3

)]1

0

= 1
3 ln(2) + 1√

3
arctan

(
1√
3

)
− 1√

3
arctan

(
− 1√

3

)
1
3 ln(2) + 2√

3
arctan

(
1√
3

)
= 1

3 ln(2) + π

3
√

3
;

en effet, on reconnaît arctan 1√
3 = π

6 car tan π
6 = 1/2√

3/2 = 1√
3 .

Q2. (a) Soit n ∈ N∗. Pour tout t ∈ [0; 1], 0 ≤ 1
(1+t3)n ≤ 1 et on en déduit le résultat par

croissance de l’intégrale (car 0 ≤ 1).
(b) Soit n ∈ N∗. Pour tout t ∈ [0; 1], 1 + t3 ≥ 1 donc 1

(1+t3)n+1 ≤ 1
(1+t3)n , et la

croissance de l’intégrale (car 0 ≤ 1) implique donc que un+1 ≤ un ; la suite
(un)n∈N∗ est donc décroissante.

(c) D’après les deux questions précédentes, la suite (un)n∈N∗ est décroissante et
minorée par 0, elle converge donc.

Q3. (a) Soit n ∈ N∗. Pour tout t ∈ [0; 1], t3 ≤ t donc 0 < 1 + t3 ≤ 1 + t ; on en déduit
le résultat.



3

(b) On primitive directement :∫ 1

0

dt

(1 + t)n
=
[
− 1

n − 1
1

(1 + t)n−1

]1

0
= − 1

n − 1
1

2n−1 + 1
n − 1

= 1
n − 1

(
1 − 1

2n−1

)
∼ 1

n − 1 ∼ 1
n

car 1 − 1
2n−1 tend vers 1 en +∞.

(c) La série harmonique étant divergente, on en déduit que ∑un est divergente par
théorème de comparaison des séries à termes positifs.

Q4. (a) Soit n ∈ N∗. La fonction t 7→ 1
(1+t3)n est de classe C1 et la fonction constante

égale à 1 est continue sur [0; 1]. Par intégration par parties, on a donc :∫ 1

0

1
(1 + t3)n

1dt =
[

1
(1 + t3)n

× t

]1

0
−
∫ 1

0

−n × 3t2

(1 + t3)n+1 × t dt

= 1
2n

+ 3n
∫ 1

0

t3

(1 + t3)n+1 dt.

On écrit t3 = 1 + t3 − 1 au numérateur de cette dernière intégrale et on sépare
la fraction en deux :∫ 1

0

1
(1 + t3)n

1dt = 1
2n

+ 3n
∫ 1

0

(
1

(1 + t3)n
− 1

(1 + t3)n+1

)
dt

= 1
2n

+ 3n(un − un+1).

(b) On utilise la règle de d’Alembert : pour tout n ∈ N∗, 1
n2n > 0 et

n2n

(n + 1)2n+1 = 1
2

n

n + 1 −→
n→+∞

1
2 < 1,

la série ∑ 1
n2n est donc convergente.

(c) D’après les questions précédentes, pour tout n ∈ N∗,
un

n
= 1

n2n
+ 3(un − un+1).

On vient de démontrer que la série de terme général 1
n2n est convergente. D’autre

part, la série de terme général un − un+1 est une série télescopique : pour tout
N ∈ N∗,

N∑
n=1

(un − un+1) = u1 − uN+1 −→
N→+∞

u1 − ℓ.

Par somme, la série de terme général un

n
est donc convergente, et on a :

+∞∑
n=1

un

n
= ln 2 + 3

(
1
3 ln 2 + π

3
√

3
− ℓ

)
= 2 ln 2 + π√

3
− 3ℓ.

Q5. (a) Soit n ∈ N∗. La fonction t 7→ 1
(1+t3)n est continue et positive sur [0; +∞[. Pour

t → +∞, 1
(1+t3)n ∼ 1

t3n , et
∫+∞

1
dt
t3n est convergente car 3n ≥ 3 > 1. Par théorème

de comparaison, on en déduit que l’intégrale définissant vn est convergente.
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(b) Soit A > 0. De la même manière qu’à la question Q1,∫ A

0

dt

1 + t3 =
∫ A

0

(
1/3

1 + t
− 1/6(2t − 1)

t2 − t + 1 + 1/2
t2 − t + 1

)
dt

=
[

1
3 ln(1 + t) − 1

6 ln(t2 − t + 1) + 1√
3

arctan
(

2t − 1√
3

)]A

0

= 1
3 ln(1 + A) − 1

6 ln(A2 − A + 1) + 1√
3

arctan
(

2A − 1√
3

)
+ π

6
√

3
.

On fait tendre A vers +∞ ; le terme en arctangente tend vers π
2 . Pour ce qui

est des logarithmes, on écrit :
1
3 ln(1 + A) − 1

6 ln(A2 − A + 1) = 1
6 ln((1 + A)2) − 1

6 ln(A2 − A + 1)

= 1
6 ln

(
(1 + A)2

A2 − A + 1

)
−→

A→+∞
0

car la fraction à l’intérieur du logarithme tend vers 1 en +∞.
Au final, on a donc v1 = π

2
√

3 + π
6
√

3 = 2π
3
√

3 .

(c) Pour tout n ∈ N∗, la fonction t 7→ 1
(1+t3)n est positive sur R+, on a donc

un ≤ vn par relation de Chasles et positivité de l’intégrale. La série de terme
général un étant divergente, par théorème de comparaison, on en déduit que∑

vn est divergente.
(d) Soit A > 0. De la même manière qu’à la question Q4.(a) (et sous les mêmes

hypothèses),∫ A

0

dt

(1 + t3)n
dt =

[
1

(1 + t3)n
× t

]A

0
−
∫ A

0

−n × 3t2

(1 + t3)n+1 × t dt

= A

(1 + A3)n
+ 3n

(∫ A

0

dt

(1 + t3)n
−
∫ A

0

dt

(1 + t3)n+1

)
.

Par passage à la limite lorsque A tend vers l’infini :

vn = 0 + 3n(vn − vn+1),

d’où le résultat.
(e) On procède par récurrence sur n ∈ N \ {0; 1}.

Pour n = 2, d’après la relation de récurrence de la question précédente, on a :

v2 = 3 − 1
3 v1 = 2

3
2π

3
√

3
= 2

32 × 1!
2π√

3

Soit maintenant n ≥ 2, on suppose que la formule est vraie au rang n. Alors,
par hypothèse de récurrence et d’après la relation de la question (d),

vn+1 = 3n − 1
3n

2 × 5 × · · · × (3n − 4)
3n × (n − 1)!

2π√
3

= 2 × 5 × · · · × (3n − 4) × (3n + 3 − 4)
3 × 3n × n × (n − 1)!

2π√
3

,

et on reconnaît la formule souhaitée au rang n + 1.
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Problème III

III.A. Définition de la fonction.
Q1. On sait que cette intégrale est convergente si et seulement si α > −1. Soit ε > 0.∫ 1

ε
tα dt =

[
tα+1

α + 1

]1

ε

= 1
α + 1

(
1 − εα+1

)
−→
ε→0

1
α + 1

car α + 1 > 0. Ainsi l’intégrale vaut 1
α+1 .

Q2. Lorsque t tend vers 0+, 1 + t tend vers 1 donc tx−1

1+t
∼ tx−1.

Q3. La fonction t 7→ tx−1

1+t
est continue et positive sur ]0; 1]. D’après l’équivalent de

Q2 et le critère de convergence de Q1, on en déduit que l’intégrale étudiée est
convergente si et seulement si x − 1 > −1, c’est-à-dire x > 0, par théorème de
comparaison.

III.B. Calcul de f(n) pour n ∈ N∗.
Q4. Notons que, si n ∈ N∗, alors la fonction t 7→ tn−1

1+t
est continue sur [0; 1]. Alors :∫ 1

0

t0

1 + t
dt = [ln(1 + t)]10 = ln(2)

et ∫ 1

0

t1

1 + t
dt =

∫ 1

0

(
1 − 1

1 + t

)
dt = [t − ln(1 + t)]=0 1 − ln(2),

d’où les résultats énoncés.
Q5. On sait que, si a, b ∈ R, alors

an − bn = (a − b)
n−1∑
k=0

an−kbk.

En particulier, pour a = 1 et b = −t,

1 − (−t)n = (1 + t)
n−1∑
k=0

1n−k(−t)k = (1 + t)
n−1∑
k=0

(−1)ktk.

Q6. Ainsi, pour tout n ≥ 2 et tout t ∈ [0; 1],
tn−1

1 + t
= (−1)n−1(−t)n−1

1 + t

= (−1)n−1

1 + t

(
1 − (1 + t)

n−2∑
k=0

(−1)ktk

)

= (−1)n−1

1 + t
− (−1)n−1

n−2∑
k=0

(−1)ktk

donc, par linéarité de l’intégrale,

f(n) =
∫ 1

0

tn−1

1 + t
dt = (−1)n−1

∫ 1

0

dt

1 + t
+ (−1)n

n−2∑
k=0

(−1)k
∫ 1

0
tk dt

= (−1)n−1 ln 2 + (−1)n
n−2∑
k=0

(−1)k 1
k + 1 .

Q7. On calcule la somme à l’aide d’une boucle, puis on renvoie le résultat :
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1 def fEntier(n):
2 S = 0
3 for k in range(n-1):
4 S = S + (-1)**k / (k+1)
5 return (-1)**(n-1) * log(2) + (-1)**n * S

III.C. Variations de f .
Q8. On dit que g est décroissante sur I si, pour tous x, y ∈ I, si x ≤ y alors g(x) ≥ g(y).
Q9. Pour tout t ∈ ]0; 1], si α ≤ β, alors tα ≥ tβ ; on en déduit que tα

1+t
≥ tβ

1+t
puis, pas

croissance de l’intégrale (car 0 ≤ 1) :∫ 1

0

tα

1 + t
dt ≥

∫ 1

0

tβ

1 + t
dt.

Si x ≤ y ∈ ]0; ∞[, on applique cette inégalité à α = x − 1 et β = y − 1 et on en
déduit que f(x) ≥ f(y), ce qui prouve que f est décroissante.

Q10. Pour tout t ∈ ]0; 1], 1 ≤ 1 + t ≤ 2, d’où l’encadrement souhaité. Par croissance de
l’intégrale (car 0 ≤ 1), on en déduit :∫ 1

0

tx−1

2 dt ≤ f(x) ≤
∫ 1

0
tx−1 dt,

d’où le résultat.
Q11. Les deux membres de l’encadrement de la question précédente tendent vers +∞

en 0 et vers 0 en +∞. Par théorème d’encadrement, on en déduit que f possède
les mêmes limites.

Q12. On trace une fonction décroissante sur ]0; +∞[ avec une asymptote verticale x = 0
et une asymptote horizontale y = 0 (d’après les limites précédentes) et passant par
les points (1; ln 2) et (2; 1 − ln 2).

III.D. Équivalent de f en +∞.
Q13. Soit x > 0. Alors

f(x) + f(x + 1) =
∫ 1

0

tx−1 + tx

1 + t
dt,

cette intégrale étant convergente comme somme d’intégrales convergentes. Remar-
quons que

tx−1 + tx

1 + t
= tx−1(1 + t)

1 + t
= tx−1,

d’où f(x) + f(x + 1) =
∫ 1

0 tx−1 dt = 1
x
.

Q14. La fonction f étant décroissante, on a, pour tout x > 1, f(x+1) ≤ f(x) ≤ f(x−1)
donc, en additionnant f(x) à chaque membre,

f(x + 1) + f(x) ≤ 2f(x) ≤ f(x) + f(x − 1).
Q15. D’après les deux questions précédentes, pour tout x > 1,

1
x

≤ 2f(x) ≤ 1
x − 1 .

On divise par 1/x (autrement dit, on multiplie par x) des deux côtés :

1 ≤ 2f(x)
1/x

≤ x

x − 1 .
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Les deux bornes tendent vers 1 en +∞. Par encadrement, 2f(x)
1/x

tend donc vers 1,
autrement dit 2f(x) ∼ 1

x
, d’où f(x) ∼ 1

2x
.


