TSI2 Mathématiques — Corrigé du devoir surveillé n°3 2025-26

PROBLEME I

Q1. Si M € M,(R), alors M possede n colonnes; I'espace engendré par celles-ci est
donc de dimension comprise entre 0 et n. On a rg(M) = 0 si et seulement si tous
les vecteurs colonnes sont nuls, c¢’est-a-dire si M = 0; le cas rg(M) = n correspond
au cas ou la famille des colonnes est libre, c’est-a-dire que M est inversible.

I.A. Rang et trace d’'une matrice aléatoire.

Q2. Notons (1, ...,C, les colonnes de U. On constate que C; = X U,...,C, = X,U.
Ainsi, Cy,...,C, € Vect(U) donc Vect(CY,...,C,) C Vect(U).
Reste a montrer I'égalité des dimensions. L’inclusion montrée précédemment
implique que dim Vect(CY, ..., C,) < dim Vect(U). Deux cas :
e Si U # 0, alors dim Vect(U) = 1; mais avoir U # 0 implique que I'un des
coefficients X}, de U est non nul. Alors la colonne correspondante de M, C), =
XU, n’est pas nulle. On en déduit que Vect(CY, ..., C,) n’est pas de dimension
0; il est donc de dimension 1.
e Si U = 0, alors dim Vect(U) = 0, mais d’autre part ), = --- = (), = 0 donc
dim Vect(Cy, ..., C,) = 0.
Q3. Comme dit précédemment, rg(M) = dim Vect(C, ..., C,) = dim Vect(U) € {0;1},
rg(M) est donc une variable aléatoire de Bernoulli. Son parametre est donné par :

P(rg(M)=1) = P(dim Vect(U) = 1) = 1 — P(dim Vect(U) = 0)
=1-PU=0)=1-P(X;=0Nn---NnX,=0)

n
=1-J[P(Xe=0)=1-(1—-p)",
k=1
le passage de la probabilité de 'intersection au produit des probabilités étant une
conséquence de I'indépendance des variables aléatoires Xy, ..., X,,.

Q4. Soit k € [1;n]. Remarquons que X;(Q) = {0;1} donc X? = X}, qui suit donc une
loi de Bernoulli de parameétre p. La variable aléatoire Tr(M) = X7 + -+ + X2 est
donc une somme de n variables aléatoires de Bernoulli mutuellement indépendantes
et de méme parametre p; on en déduit qu’elle suit une loi binomiale de parametres
(n, p).

Q5. On a, par définition, M? = UUTUUT. Remarquons que le facteur intérieur UTU
est un réel, égal & X? + -+ 4+ X2 = Tr(M), on peut donc le mettre en facteur et
en déduire le résultat.

On sait que M est une matrice de projection si et seulement si M? = M,
autrement dit si et seulement si Tr(M) = 1. Comme Tr(M) suit une loi binomiale
de parametres (n,p), on a donc :

P(M est une projection) = P(Tr(M) =1) = ( )pl(l — )" =np(l —p)" L.

I[.B. Polynéme annulateur des matrices de rang 1.

Q6. Notons (Y, . .., C, les colonnes de A. Par hypothese, rg(A) = dim Vect(Cy, ..., C,) =
1. D’autre part, C' # 0 donc dim Vect(C') = 1. Mais C' étant égale a I'un des Cy,
il est évident que Vect(C) C Vect(CY,...,C,). Par inclusion et égalité des dimen-
sions, on a donc Vect(CY,...,C,) = Vect(C). Ainsi, pour tout k € [1;n], il existe
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A € R tel que Cp, = M\C. Notons L = ()\1 )\n> € M, (R). En posant le

calcul, on constate que C'L = ()\10 : )\nc) = (01 : Cn) = A.

Q7. Par propriété de la trace, Tr(LC) = Tr(C'L). D’une part, CL = A. D’autre part,
LC' est une matrice de M; ;(R), autrement dit un réel, sa trace est donc égale a
son unique coefficient. On en déduit que LC' = Tr(A).

Q8. De la méme maniére qu’a la question Q5, A? = CLCL = Tr(A)A, donc A? —
Tr(A)A = 0 et le polynome X? — Tr(A)X est un polyndme annulateur de A.

PROBLEME II

Q1. (a) On ramene tout au méme dénominateur : pour tout t # —1,

a b(2t — 1) c Ca(P—t+ 1)+ b2t — 1)1+ 1) +c(1+1)
1t 2 il E_ir1 (1+t)(t2—t+1)
(a+20) 2+ (—a+b+c)t+a—b+c
B 1+ '
En identifiant avec 1%3’ on a donc
a+2b=0 a:%
—a+b+c=0 <= { b=—¢
a—b+c=1 c:%.

(b) ® est dérivable sur R par composition. Pour tout ¢t € R,
po_ 2L 2 3 ap
VB (2): VB34 —dt+1 2 —t+ 1
Vit (2g) V3

(c) D’apres les questions précédentes,

.y _/01<1/3_1/6(21t—1)+ 1/2 )dt

N T 1+t £2—t+1  £2—t+1
1
1 1 1 2% — 1
= |-In(1+t)—=-In(t>?—t+1)+ —arctan | ———
l?» (1+8) -l AV (ﬁ)]
11(2)+1 t 1 L t !
= —In — arctan | —— — ——arctan | ———
3 V3 3) V3 V3

1 2 1 1
3 In(2) + 7 arctan <> =3 In(2) + 3\7;5;
L et

A T T /2 1
en effet, on reconnait arctan 73— 6 car tan g = e = 3

Q2. (a) Soit n € N*. Pour tout ¢ € [0;1], 0 < (IJ&S)" < 1 et on en déduit le résultat par
croissance de I'intégrale (car 0 < 1).
(b) Soit n € N*. Pour tout ¢ € [0;1], 1 + > > 1 donc (Htgl)nH < (1&3),” et la
croissance de l'intégrale (car 0 < 1) implique donc que u,y1 < u,; la suite
(U )nen+ est donc décroissante.
(¢) D’apres les deux questions précédentes, la suite (u,)nen+ est décroissante et
minorée par 0, elle converge donc.
Q3. (a) Soit n € N*. Pour tout ¢t € [0;1], t* < ¢ donc 0 < 1 +t* <1+ +¢; on en déduit
le résultat.




(b) On primitive directement :

/1 a [ 1 S S | L
o (I+t)n | n—1(1+tnt| n—-120-1 n—1

1 < 1 ) 1 1
= 1— ~ ~ —
n—1 on—1 n—1 n

car 1 — %%1 tend vers 1 en +o0.

(c¢) La série harmonique étant divergente, on en déduit que Y- u,, est divergente par
théoréme de comparaison des séries a termes positifs.

Q4. (a) Soit n € N*. La fonction ¢ m
égale a 1 est continue sur [0; 1]. Par intégration par parties, on a donc :

est de classe C! et la fonction constante

/1 S ! xtl /1—nx&2xt&
o (1+3)n o (14 3)n o o (14 ¢3)ntl
1 1 t3
A i —)
o M Jo g ey

On écrit t2 = 1+t — 1 au numérateur de cette derniére intégrale et on sépare
la fraction en deux :

flla—1+%f b1 dt
o (L+¢3)n 20 o \(1+#)" (14 3)nt!

1
= on + 3n(up — Upt1).

(b) On utilise la regle de d’Alembert : pour tout n € N*, n% >0 et

AN S NN P
(n+1)2n+1  2p 41 notoe 2 7

la série Z 5w est donc convergente.
(c) D’apres les questions précédentes, pour tout n € N*,

Up, 1

— =—+3(u, —u .

PRI (tn = tns1)
On vient de démontrer que la série de terme general — est convergente. D’autre
part, la série de terme général u,, — u,41 est une serle télescopique : pour tout

N € N,

— Upt1) = U1 — UN41 N:)oo uy — /.

an

Par somme, la série de terme général “» est donc convergente, et on a :

>ou 1 T T
— =n243(=In2+ ——/¢] =2In2+ — — 3.
z::n " <3n 3v/3 ) ! V3

Q5. (a) Soit n € N*. La fonctlon t— = est continue et positive sur [0; +00[. Pour
t — +OO, (1+t3)"

de comparaison, on en déduit que l'intégrale définissant v,, est convergente.

(1+t3
tSn, et [| +oo t%’; est convergente car 3n > 3 > 1. Par théoreme



(b) Soit A > 0. De la méme maniére qu’a la question Q1,

/A dt :/A<1/3 1/6(2t—1)  1/2 )dt

1+13 1+t £2—t+1  £2—t+1

A
1 1 1 2t—1
— [l +#) - ~In(t2 —t+1)+ ——arctan | —
[3 n( ) 611( ) \/garcan< 7 >]0

1 1 1 2A—-1
:31n(1+A)—61n(A2—A+1)+arctan( ) I

V3 V3 )6

On fait tendre A vers +o0; le terme en arctangente tend vers 7. Pour ce qui
est des logarithmes, on écrit :

;111(1 +A) - éln(AQ _A41) = éln((l +AP) - éln(AQ _A+1)
_ Ly <<1+A>2> -
6 A2 —A+1) Aot
car la fraction a l'intérieur du logarithme tend vers 1 en +o0.
Au final, on a donc v = ﬁ + % = 32%

(c) Pour tout n € N*, la fonction t — m est positive sur Ry, on a donc

u, < v, par relation de Chasles et positivité de l'intégrale. La série de terme
général u, étant divergente, par théoreme de comparaison, on en déduit que
> v, est divergente.

(d) Soit A > 0. De la méme maniere qu’a la question Q4.(a) (et sous les mémes
hypotheses),

[ — 1><,5A_/A—n><3t2xtdt
o (L4 [A+e) " |, Jo (143)+!

A A dt A dt
- o i L )

Par passage a la limite lorsque A tend vers 'infini :
v, = 04 3n(v, — vpi1),
d’ou le résultat.
(e) On procede par récurrence sur n € N\ {0; 1}.
Pour n = 2, d’apres la relation de récurrence de la question précédente, on a :
3—1 2 27 2 27
Vo = ———V1 = — = _—
2 3 17333 3x1,3

Soit maintenant n > 2, on suppose que la formule est vraie au rang n. Alors,
par hypothese de récurrence et d’apres la relation de la question (d),

3n—12x5x---x(3n—4) 27

Un+1 =

3n 3 x (n—1)! V3
C2xX5 X x(3n—4) x(Bn+3—4) 21
B 3x3"xnx(n—1)! V3’

et on reconnait la formule souhaitée au rang n + 1.



PROBLEME III

ITI.A. Définition de la fonction.

Q1. On sait que cette intégrale est convergente si et seulement si a > —1. Soit € > 0.
1

1 ta+1 1 1
ta dt — — 1 _ a+&
/a [oc—l—l] a+1< c )8%0 a+1

€

1

car a + 1> 0. Ainsi l'intégrale vaut —.

t:c—l z—1
Q2. Lorsque t tend vers 07, 1+ ¢ tend vers 1 donc 55 ~ 7%,

Q3. La fonction t % est continue et positive sur |0;1]. D’apres 'équivalent de
Q2 et le critere de convergence de Q1, on en déduit que l'intégrale étudiée est
convergente si et seulement si x — 1 > —1, c’est-a-dire x > 0, par théoreme de

comparaison.

IT1.B. Calcul de f(n) pour n € N*.

Q4. Notons que, si n € N*, alors la fonction ¢ —

tn—l

¢ est continue sur [0;1]. Alors :

1 40 1
Al+ﬁhmmuﬂb:mm

et

/01 a dt:/()l(l ! )dt:[t—ln(l—i-t)]ol—ln(Q),

1+t 14t
d’ou les résultats énoncés.

Q5. On sait que, si a,b € R, alors

n—1
a" b =(a—0b)Y a" "o

k=0

En particulier, pour a =1 et b = —t,

n—1 n—1
L— ()" = (1+8) > 1" (=) = (1 +1t) Y (1)~
k=0 k=0
Q6. Ainsi, pour tout n > 2 et tout t € [0; 1],
tnfl B (_1)n71(_t)n71

1+t L+t

_ D S
14+t =0
(_1)n—1

141

donc, par linéarité de l'intégrale,

Fn) :/1 P g = (—1t /01 dt +(—1)”:Z_:(—1)k/01 * dt

e e M
k=0

o 1+t 1+t

) n—2 L 1
=(—1)"""1In2 —1)" —1) —.
(1" 2 (1P (1)

Q7. On calcule la somme a ’aide d’une boucle, puis on renvoie le résultat :



1 def fEntier(n):

2 85=0

3 for k in range(n-1):

4 S =8+ (-Dx*xk / (k+1)

5 return (-1)**x(n-1) * log(2) + (-1)**n * S

II1.C. Variations de f.

Q8.
Qo.

Q10.

Q11.

Q12.

On dit que g est décroissante sur I si, pour tous x,y € I, si x < y alors g(z) > g(y).

Pour tout ¢ € |0; 1], si a < 3, alors t* > t7; on en déduit que 1%5 > lt—_[:t puis, pas
croissance de l'intégrale (car 0 < 1) :

1 o 1 4P
/ dtz/ ot
o 1+t o 1+t

oo[, on applique cette inégalité & « =2z —1et =y —1et on en
> f(y), ce qui prouve que f est décroissante.
1

Sizx <y elo;
déduit que f(x

)
Pour tout t € ]0;
I'intégrale (car 0

], 1 <141t <2, d’ou 'encadrement souhaité. Par croissance de
< 1), on en dedult :

1tx1
/ dt < f(z /txldt
0o 2

Les deux membres de ’encadrement de la question précédente tendent vers +oo
en 0 et vers 0 en +o0o. Par théoreme d’encadrement, on en déduit que f possede
les mémes limites.

d’ou le résultat.

On trace une fonction décroissante sur |0; +oo[ avec une asymptote verticale x = 0
et une asymptote horizontale y = 0 (d’apres les limites précédentes) et passant par
les points (1;In2) et (2;1 —1n2).

II1.D. Equivalent de f en +oc.

Q13.

Q14.

Q15.

Soit z > 0. Alors
1t:c—1+ta:
= [ — "
fla)+ fla+ )= [ =

cette intégrale étant convergente comme somme d’intégrales convergentes. Remar-
quons que

dt,

e A e -1
141 1+t
dott f(z)+ f(z+1) = [ft=tdt =12
La fonction f étant décroissante, on a, pour tout = > 1, f(z+1) < f(z) < f(x—1)
donc, en additionnant f(z) a chaque membre,

fle+1)+ f(x) <2f(z) < flx) + f(z = 1).

D’apres les deux questions précédentes, pour tout = > 1,

Y

1 1
—<2f(x) < ——.
—S2f(2) s ——

On divise par 1/z (autrement dit, on multiplie par x) des deux cotés :

M) T
1z T ax-—1
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Les deux bornes tendent vers 1 en +00. Par encadrement, 2 tend done vers 1,

1/x
autrement dit 2f(z) ~ 1, dou f(z) ~ 5-.



