
TSI2 2025-26TD 1 – Rappels et compléments d’algèbre linéaire

1. Dire si les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels :
F1 = {P ∈ C[X] | P (0) = P (2)}; F2 =

{(
a b
c d

)
∈ M2(R) | ad − bc = 1

}
.

F3 =
{

f ∈ C([0; 1], R) |
∫ 1

0
f(t) dt = 0

}
; F4 = {f ∈ C1(R, R) | ∀ x ∈ R f ′(x) − exf(x) = 0}.

2. Dans E = R3, on considère :
P = {(x, y, z) ∈ E | x + y + z = 0} et D = {(x, y, z) ∈ E | x = y

3 = z
2}.

(1) Justifier que P et D sont des sous-espaces vectoriels de E.
(2) P et D sont-ils supplémentaires ?
(3) Déterminer l’expression analytique de la projection sur P parallèlement à D.

3. Soient F = {f ∈ F(R, R) | f(0) = f(1) = 0} et G = {x 7→ ax + b | a, b ∈ R}.
(1) Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de F(R, R).
(2) Montrer que F et G sont en somme directe.
(3) Soit h ∈ F(R, R). Déterminer une condition sur a, b ∈ R pour que la fonction f définie

par f(x) = h(x) − (ax + b) appartienne à F .
(4) En déduire que F et G sont supplémentaires dans F(R, R).
(5) Étant donnée une fonction f ∈ F(R, R), donner l’expression de la fonction s(f), symé-

trique de f par rapport à F et parallèlement à G.

4. Soit E = R4. On considère (e1, e2, e3, e4) une famille libre de E et on pose :
F = Vect(e1 + e2, e3); G = Vect(e1 + e3, e4); H = Vect(e1 + e4, e2).

(1) Montrer que F ∩ G = G ∩ H = F ∩ H = {0}.
(2) La somme F + G + H est-elle directe ?

5. Soient F , G et H trois sous-espaces vectoriels d’un même espace E. Montrer que F , G et H
sont en somme directe si et seulement si F ∩ G = {0} et (F + G) ∩ H = {0}.

6.
(1) Soient α1, . . . , αn ∈ R et λ1, . . . , λn ∈ R. On suppose que α1 < · · · < αn et que λn ̸= 0.

Donner un équivalent simple de f(t) = λ1eα1t + · · · + λneαnt lorsque t → +∞.
(2) Montrer que (t 7→ eαt)α∈R est une famille libre dans F(R, R).

7. Dans E = C∞(R, R), la famille (sin, cos) est-elle libre ? Génératrice ?

8. Soit E = Rn[X]. Soient a0, . . . , an ∈ R deux à deux distincts.
(1) Montrer que, pour tout k ∈ J0; nK, ϕk : P 7→ P (ak) définit une forme linéaire sur E.
(2) Montrer que la famille (ϕ0, . . . , ϕn) est libre (dans quel espace ?).
(3) En déduire qu’il existe α0, . . . , αn ∈ R tels que, pour tout P ∈ E,∫ 1

0
P (t) dt =

n∑
k=0

αkP (ak).

(4) Dans le cas particulier où n = 2, calculer les coefficients α0, α1 et α2.

9. On considère l’application linéaire f : R3 → R3 définie par f(x, y, z) = (2x − 2z, y, x − z).
L’application f est-elle une projection ? une symétrie ? Déterminer une base de ses éléments
caractéristiques.

10. Montrer qu’une forme linéaire est soit nulle, soit surjective.
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11. Soient u et v deux endomorphismes d’un K-espace vectoriel. On suppose que u et v com-
mutent (c’est-à-dire que u ◦ v = v ◦ u). Montrer que Ker u et Im u sont des sous-espaces stables
par v.

12. Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E.
(1) On supppose que f est surjective. Montrer que f2 est surjective.
(2) On suppose que f3 = f . Montrer que f est injective si et seulement si elle est surjective.

13. Soit E = R3[X]. On définit u : E → E par u(P ) = P + (1 − X)P ′.
(1) Montrer que u est un endomorphisme de E.
(2) Calculer la matrice de u dans la base canonique de E.
(3) Déterminer une base du noyau et de l’image de u.
(4) Justifier que Ker u et Im u sont supplémentaires dans E.

14. Soit ϕ l’application définie sur R[X] par ϕ(P ) = P (X + 1) + P (X).
(1) Calculer ϕ(1), ϕ(X), ϕ(X2).
(2) Soit n ∈ N. Montrer que Rn[X] est un sous-espace stable par ϕ. L’endomorphisme induit

est-il injectif ? Surjectif ?
(3) Mointrer que ϕ est un automorphisme de R[X].

15. Soient E = R4 et F = R2. On considère H = {(x, y, z, t) ∈ R4 | x = y = z = t}. Existe-t-il
des applications linéaires de E dans F dont le noyau est H ?

16. On considère f l’endomorphisme de R3 canoniquement associé à la matrice :

M =

 1 1 −1
−3 −3 3
−2 −2 2

 .

(1) Déterminer une base du noyau et de l’image de f .
(2) En déduire, sans calculer M2, que Mn = 0 pour tout n ≥ 2.

17. Soit f ∈ L(R3). On suppose que f ̸= 0 mais f2 = 0.
(1) Montrer que ker f est de dimension 2.
(2) En déduire qu’il existe une base de R3 dans laquelle la matrice de f est

0 0 1
0 0 0
0 0 0

.

18. Soit u l’application linéaire canoniquement associée à la matrice :

A =
(

2 −1 1
3 2 −3

)
.

On considère les vecteurs :

e1 =

0
1
1

 , e2 =

1
0
1

 , e3 =

1
1
0

 , f1 = 1
2

(
1
1

)
et f2 = 1

2

(
−1
1

)
.

(1) Montrer que (e1, e2, e3) est une base de R3 et (f1, f2) une base de R2.
(2) Déterminer la matrice de u dans ces nouvelles bases.


