
TSI2 2022-23TD 11 – Espaces préhilbertiens

Généralités

1. Dire si les formes suivantes définissent un produit scalaire :
(1) ϕ : R2 ×R2 → R définie par ϕ

((x
y

)
,
(x′

y′
))

= xx′ + yy′ + xy′ + yx′.

(2) ϕ : R2 ×R2 → R définie par ϕ
((x
y

)
,
(x′

y′
))

= 2xx′ + 3yy′ + 2xy′ + 2yx′.

(3) ϕ : C×C→ R définie par ϕ(α, β) = Re(αβ̄).

(4) ϕ : R[X]×R[X]→ R définie par ϕ(P,Q) =
∫ +∞

0
P (t)Q(t)e−t dt

2. Soit n ∈ N?.
(1) Si A et B sont deux matrices de Mn(R), on pose ϕ(A,B) = Tr(ATB). Montrer que ϕ

munitMn(R) d’une structure d’espace préhilbertien.
(2) Montrer que, pour tout A ∈Mn(R), on a

TrA ≤
√
nTr(ATA).

Dans quels cas a-t-on égalité ?

3. Montrer que, pour tout n ∈ N?,
n∑
k=1

k
√
k ≤ n(n+ 1)

√
2n+ 1

2
√

3
.

4. Soient A et B deux matrices symétriques de taille n. Montrer que(
Tr(AB +BA)

)2 ≤ 4 Tr(A2) Tr(B2)

5. Soient a < b.Soit f une fonction continue et positive sur [a; b]. On suppose que
∫ b
a f(t) dt = 0.

Montrer que f est constamment nulle. Chercher des contre-exemples dans le cas où les hypothèses
ne sont pas toutes vérifiées.

Orthogonalité

6. Soit A =

1 0 0
0 2 0
0 0 3

. Pour X,Y ∈ R3, on pose 〈X,Y 〉 = XTAY .

(1) Vérifier que 〈·, ·〉 définit un produit scalaire sur R3.
(2) Donner une base des espaces Vect(e1, e3)⊥ et Vect(e2)⊥

7. Dans R3 muni du produit scalaire usuel, déterminer une base orthonormée du plan (2,−3, 6)⊥.

8. Sur E = R2[X], on définit 〈P,Q〉 =
2∑

k=0
P (k)Q(k).

(1) Montrer que 〈·, ·〉 définit un produit scalaire sur E.
(2) Construire une base orthonormée de E pour ce produit scalaire.

9. On pose, pour tous P,Q ∈ R[X]2,

〈P,Q〉)
∫ π

0
P (t)Q(t) sin tdt.

(1) Montrer que (R[X], 〈·, ·〉) est un espace préhilbertien.
(2) Construire une base de R2[X] qui soit orthonormale pour ce produit scalaire.
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Projections

10. Dans R3 muni de sa structure euclidienne usuelle, déterminer la projection orthogonale du
vecteur u = (2, 4, 4) sur la droite vectorielle D engendrée par v = (1, 1, 1). En déduire la distance
entre u et D.

11. Dans Rn muni de sa structure euclidienne canonique, déterminer la matrice de la projection
orthogonale sur la droite Vect(1, . . . , 1).

12. Dans l’espace euclidien canonique R3, on pose F =
{
(x, y, z) ∈ R3 | z = x+ y

}
. Déterminer

la matrice dans la base canonique de la projection orthogonale sur F

13. Déterminer la matrice de la projection orthogonale de R3 sur l’intersection des plans d’équa-
tion x+ y + z = 0 et x− z = 0.

14. Déterminer le réel
d = inf

(a,b)∈R2

∫ π

0
(t cos t− at− b)2 dt

(on pourra s’intéresser au projeté orthogonal de la fonction t 7→ t cos t sur un sous-espace vectoriel
bien choisi).

15. On munit l’espace vectoriel E =M2(R) du produit scalaire
ϕ : E × E → R, ϕ(A,B) = Tr(ABT ).

(1) Montrer que φ définit un produit scalaire.
(2) Déterminer une base orthonormée du sous-espace S des matrices symétriques.
(3) Justifier que toute matrice de E peut se décomposer de manière unique comme somme

d’une matrice de S et d’une matrice de S⊥. Expliciter cette décomposition.
(4) Soit M ∈ E. Calculer la distance de M à S.
(5) Soit A = ( 1 1

1 1 ). Déterminer une base orthonormée de A⊥.
(6) Pour tout M ∈ E, donner le projeté orthogonal de M sur A ⊥.

16. On se place dans E = R3[X], muni du produit scalaire :
〈a0 + a1X + a2X

2 + a3X
3, b0 + b1X + b2X

2 + b3X
3〉 = a0b0 + a1b1 + a2b2 + a3b3.

On pose H = {P ∈ E | P (1) = 0}.
(1) Montrer que H est un hyperplan de E.
(2) Déterminer une base orthonormée de H.
(3) Donner la projection orthogonale de X sur H.
(4) Compléter la base de H obtenue à la question (2) en une base de E ; écrire alors la matrice

de la projection orthogonale sur H dans cette base.
(5) Pour tout P ∈ E, expliciter la distance de P à H en fonction de ses coefficients.


