TSI2 TD 2 — Compléments d’algébre linéaire 2022-23

FAMILLES, SOUS-ESPACES

1. Les familles suivantes sont-elles libres 7 génératrices ? des bases ?

1 1 0 5 9 1
SO e 0w e
vi= (XL (X DR 27) (B=RelX]): V= (X +1))en (B =R[X)).

2. Pour tout o € R, on définit I'application ey : t — ™. Montrer que la famille (e4)aecr est
une famille libre de ' = C(R,R) (indication : considérer une combinaison linéaire des e, et en
déterminer un équivalent pour t — +00). Est-elle génératrice ?

3. Dans E = K3[X], on considere F' = {P € E | P(0) = P(1) = P(2) =0}, G ={P € E |
P(1)=P(2)=P@B) =0} et H={Pc E|P(X)=P(-X)}.

(1) Vérifier que F', G et H sont des sous-espaces vectoriels de E.
(2) Montrer que F& G ={P € E| P(1) = P(2) =0}.

(3) Montrer que F® G ® H = E.

4. Soit E ’ensemble des suites réelles convergentes.
(1) Montrer que E est un R-espace vectoriel.

(2) Soient F' l’ensemble des suites réelles qui convergent vers 0, et G 'ensemble des suites
réelles constantes.

(a) Montrer que F' et G sont des sous-espaces vectoriels de E.
(b) Montrer que £ = F @ G.

5. Dans E = R3, on note F = Vect((1,1,1) et G = {(z,y,2) | 2z —y + 2z = 0}.
(1) Montrer que £ = F & G.

(2) Déterminer les matrices respectives (dans la base canonique de R3) de la projection sur
F parallelement a G, et de la symétrie par rapport a F' parallelement a G.

6. Montrer qu’une forme linéaire est soit nulle, soit surjective.
)

MATRICES
7. Soit n € N. On note respectivement S, et A, les ensembles des matrices symétriques et
antisymétriques de taille n a coefficients dans K.

1) Montrer que S, et A,, sont des sous-espaces vectoriels de M,,(K) et donner leurs dimen-
q p
sions.

(2) Montrer que M,,(K) =S, @ A,.

8. Soit n € N. Soit A € M,,(R). On considére 'application f définie sur M,,(R) par f(M) =
ATM + MA.

(1) Montrer que f est linéaire.

(2) On note F l’ensemble des matrices antisymétriques réelles de taille n. Montrer que le
sous-espace F' est stable par f.



9. Soit M € M, (R) antisymétrique.

(1) Soit X € R™ tel que MX = —X. En calculant (M X)T X de deux manieres différentes,
montrer que X’ X = 0. En déduire que X = 0.

(2) En déduire que la matrice I,, + M est inversible.

10. Soit n € N. Existe-t-il deux matrices A, B € M,,(K) telles que AB — BA =1,7

11. Soit n € N*. Expliquer pourquoi I’ensemble des matrices de M,,(K) dont la trace est nulle

est un hyperplan de M,,(K). Déterminer une droite supplémentaire de cet hyperplan. Proposer
une base de cet hyperplan.

DETERMINANTS

12. Soient a, b, c € C. Calculer les déterminants suivants :

711 1 0 6 1 2 0 1 0 -1
dlz‘_S nE do=13 4 15|; d3=1|3 4 5|; dy=12 3 5 |;
5 6 21 5 6 7 4 1 3
01 2 3 01 1 0 1 21 2
1 2 3 0 1 0 0 1 1 3 1 3
=y 5 01" %=1 101 "=l 1 0 6
3 0 1 2 1 1 1 0 1 11 7
a b e 1 0 01 -1 1 1 1
01 00 1 1 1 1
%_Z“ bli do=1y o p qpp ho=\y 4y q i
¢ 2 31 1 1 1 1 -1
10 5 -5 15 a a b 0 10300
01 0 3 0
d -2 7 3 0 dis — a a 0 bl dii=la 0 a 0 3
B=1g 14 0 20 "7 lc 0 a a "B
0 —21 1 -1 0 c a a bra 0 a0
0 b 0 0 a
13. (%) Soit n € N. Soient a, b, aq,...,a, € C. Calculer les déterminants suivants, de taille n :
ay az -+ ap 1 1
diy = a'l “o dis = b0 ;
a --- ap aj (0) 1 1
a+b a a
a a+b
dig =
: . . a
a a a+b

Solutions. d1 = 116; dg = —18; d3 = 6; d4 = 14; d5 = 96; d6 = —1; d7 = —12;
ds =a®+ b+ —3abe; dg=—1; dig=—16; di3 =7700; di2 = b*c? — 4a®bc;
diz = 4a® + 27b2; dia = (—1)”+1a1(a2 — al)nfl; dis =1+ (_1)n+1; dig = (na + b)bnil.



