TSI2 TD 2 — Probabilités sur un univers fini 2025-26

1. Soit Q un univers et A, B, C' trois événements de Q. A Paide des symboles U, N et ~, décrire
les événements suivants :

(1) Seul A se réalise; (5) au moins deux des trois événements se

(2) A et B se réalisent, mais pas C réalisent ;

(3) les trois événements se réalisent ; (6) aucun ne se réalise;

(4) au moins 'un des trois événements se (7) au plus I'un des trois se réalise;
réalise ; (8) exactement deux des trois se réalisent.

2. On considere une urne contenant N boules blanches et N boules noires indiscernables et on
tire successivement sans remise toutes les boules de 'urne. Déterminer le nombre d’issues de
cette expérience.

3. On considere un dé cubique déséquilibré tel que la probabilité d’apparition d’une face soit
proportionnelle au nombre qu’elle porte. Déterminer la probabilité d’apparition de chacune des
faces.

4. Dans chacun des cas suivants, dire si le jeu est équilibré ou, le cas échéant, qui il favorise.

(1) On lance quatre fois un dé équilibré, Alice gagne si au moins un six apparait, sinon Bob
gagne.

(2) On lance 24 fois deux dés équilibrés, Alice gagne si au moins un double six apparait, sinon
Bob gagne.

5. Paradoxe de Monty Hall. On considére trois verres opaques retournés dont 'un seulement
cache une piece d’or. Apres que la joueuse a choisi un des verres, le maitre du jeu retourne parmi
les deux verres non désignés un verre ne contenant pas la piece d’or et propose a la joueuse de
modifier son choix. Que doit-elle faire ?

6. On tire au hasard cinq cartes dans un jeu de 52 cartes ordinaire. Quelle est la probabilité que
cette main soit un full (trois cartes de méme hauteur et deux autres cartes de méme hauteur
également, par exemple 555AA ou QQQ8Y) ?

7. On considére une urne contenant quatre boules blanches et trois boules noires. On tire une a
une, et sans remise, trois boules de I'urne. Quelle est la probabilité pour que la premiere boule
tirée soit blanche, la seconde blanche et la troisieme noire 7

8. Une station météo a constaté que, en moyenne, au mois d’aofit, il y a 23 jours de beau temps
et 8 jours de temps médiocre. De plus, sur 17 jours brumeux le matin, 15 se poursuivent en
beau temps. S’il y a de la brume un matin donné, quelle est la probabilité pour que le temps
soit médiocre ce jour-1a?

9. On considére une maladie qui touche 2% de la population. Le test de dépistage de cette
maladie est positif avec une probabilité de 95% si l'individu est malade, et positif avec une
probabilité de 3% si I'individu est sain. Déterminer la probabilité pour un individu d’étre malade
si son test est positif.

10. Un lot de 100 dés contient 25 dés pipés tels que la probabilité d’apparition d’un six soit %
(1) On choisit un dé au hasard, on le jette, et on obtient un 6. Quelle est la probabilité que le
dé soit pipé?

(2) Méme question en langant deux fois le dé et en obtenant un double six.

11. Un questionnaire & choix multiples propose m réponses pour chaque question. La probabilité
qu’un étudiant connaisse la réponse & une question donnée est %. S’il ignore la réponse, il choisit
au hasard parmi les réponses possibles. Quel est, pour la correctrice, la probabilité qu’un étudiant
connaisse vraiment la bonne réponse lorsqu’il I’a donnée 7
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12. Une feuille de TD contient 4 erreurs et est relue par une suite de relecteurs et relectrices
avant d’étre envoyée a la reprographie. A chaque relecture, chaque erreur est corrigée avec
probabilité % Les erreurs sont corrigées de maniere indépendantes les unes des autres, et les
relectures sont indépendantes les unes des autres.

(1) Quelle est la probabilité que I'erreur numéro 1 ne soit pas corrigée a lissue de la n-éme
relecture 7

(2) Quelle est la probabilité pour que la feuille soit entierement corrigée a l'issue de la n-éme
relecture 7

(3) Combien faut-il de relectures pour que la probabilité que la feuille soit entiérement corrigée
soit supérieure a 0,97

13. Une usine fabrique des piéces, avec une proportion de 5% de pieces défectueuses. Le controle
des fabrications est tel que :

— si la piece est bonne, elle est acceptée avec probabilité 0,96 ;

— si la piece est mauvaise, elle est refusée avec probabilité 0,98.

On choisit une piece au hasard et on la controle. Quelle est la probabilité :

(1) qu’il y ait une erreur de controle ?

(2) qu’une piéce acceptée soit mauvaise ?

14. On lance successivement un dé cubique équilibré jusqu’a ce que le total des nombres obtenus
soit supérieur ou égal a 3. Donner ’espérance du nombre de lancers réalisés.

15. On considere un trousseau de cing clés dont deux permettent d’ouvrir une porte donnée. En
commencant par une clé choisie au hasard, on teste les clés successivement jusqu’a ’ouverture
de la porte. Déterminer I'espérance et la variance du nombre d’essais nécessaires.

16. On consideére une urne contenant 5 boules blances et 5 boules noires indiscernables, et on
tire successivement et sans remise toutes les boules de 'urne. Déterminer ’espérance du rang
d’obtention de la premiere boule noire.

17. On considére une variable aléatoire X sur un espace probabilisé fini et a valeurs dans [0; 1].
Montrer que E(X?) < E(X) et en déduire que V(X) < 1.

18. On considere une urne contenant une boule blanche et une boule noire indiscernables et on
effectue des tirages successifs en remettant apres chaque tirage la boule tirée et en ajoutant une
boule supplémentaire de la méme couleur. Déterminer la loi de probabilité du nombre de boules
blanches présentes dans I'urne apres N tirages.

19. On effectue N tirage successifs avec remise dans une urne contenant deux boules blanches
et trois boules noires indiscernables. On gagne g points par boule blanche tirée et on perd deux
points par boule noire tirée. Quelle valeur de g faut-il choisir pour que le jeu soit équilibré
(espérance de gain nulle) ?

20. On tire une boule dans une urne contenant k boules portant le numéro k pour tout k € [1;9].
Déterminer 'espérance et la variance du numéro de la boule tirée.
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21. On se propose d’analyser le sang d’une population de N individus pour déceler la présence
éventuelle d’un virus donc on sait qu’il affecte une personne donnée avec la probabilité p. On
dispose pour cela de deux méthodes :
— on analyse, une par une, le sang des N personnes;
— on regroupe la population en g groupes de n individus. On collecte le sang des n individus
de chaque groupe dans une méme éprouvette. Si le résultat d’un groupe est positif, on
procede alors & une analyse individuelle des membres.

(1) Quelle est la loi de la variable X égale au nombre de groupes positifs ?
(2) Soit Y le nombre d’analyses dans la deuxiéme méthode. Calculer E(Y') en fonction de N,
n et p.
(3) Comparer les deux méthodes pour N = 1000, n = 100 et p = 0,01.
22. Soient deux pieces a et b. La piece a est équilibrée, tandis que la piece b a une probabilité p

de tomber sur « pile ». On choisit une piéce au hasard et on la lance. On obtient « pile ». Quelle
est la probabilité qu’on ait choisi la piece b?

23. Une gardienne de but doit faire face a des penalties. Ses statistiques permettent de faire les
suppositions suivantes :

— si elle a arrété le n-éme tir, la probabilité qu’elle arréte le suivant est de 80% ;

— si elle n’a pas arrété le n-éme tir, la probabilité qu’elle arréte le suivant est de 60% ;

— la probabilité qu’elle arréte le premier tir est de 70%.
Pout tout n € N, on note A, 'événement « la gardienne arréte le n-éme tir ».

(1) Donner une relation de récurrence entre P(A4,+1) et P(A,).
(2) En déduire P(A,,) pour tout n € N. Que peut-on dire sur les chances de succes de cette
gardienne ?

24. En France, environ 35% de la population a les yeux marrons. On tire un échantillon aléatoire
de cette population. Combien faut-il tirer de personnes au minimum pour pouvoir garantir avec
80% de certitude qu’entre 20 et 50% des personnes tirées auront les yeux marrons ?

25. Une urne contient initialement une boule blanche et une boule noire. On répete n fois
I’expérience suivante : on tire une boule dans ’'urne, puis on la remet et on ajoute une nouvelle
boule de la méme couleur. Soit k € [1;n].

(1) Quel est le nombre de boules dans 'urne apres la k-eéme répétition de 'expérience ?

(2) On note N le nombre de boules blanches dans I'urne apres la k-éme répétition de I'expé-
rience. Montrer que Ny, suit la loi uniforme sur [1; & + 1].

26. Une urne contient 4 boules numérotées de 1 & 4. On tire au hasard et avec remise deux
boules. On note X le numéro de la premiere boule tirée, Y le numéro de la deuxieéme, Z le plus
grand des deux numéros.

(1) Déterminer la loi conjointe du couple (X,Y). Sont-elles indépendantes ?

(2) Déterminer la loi conjointe du couple (X, Z). Sont-elles indépendantes ?

27. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires dont la loi conjointe est donnée par :
1 n
V(i,j) € [0;n]* P(X =i, Y =j)=———| |
(1) Vérifier que cette loi est bien définie.
(2) Déterminer les lois marginales.

(3) Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?

28. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant une loi uniforme sur [1, n].
On considére U = min(X,Y) et V = max(X,Y’). Déterminer les lois de U et de V.
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29. On consideére un couple de variables aléatoires (X,Y) de loi décrite dans le tableau ci-
dessous.

(1) Vérifier que 'on a bien défini une loi de probabilité.

Y
(2) Donner les lois marginales du couple (X,Y). X 0 1 2
(3) Calculer espérance et variance de X et Y. 1 1/12 0 1/12
(4) Calculer Cov(X,Y). 2 /6 1/12 1/6
o o 3 |1/6 1/6 1/12
(5) Déterminer la loi conditionnelle de Y sachant que X = 1.

30. On considére deux variables aléatoires X et Y sur un méme espace probabilisé fini, indé-
pendantes et suivant respectivement les lois B(m,p) et B(n,p). Montrer que X + Y suit la loi
B(m +n,p).

31. une urne contient quatre boules marquées 1, trois boules marquées 2, deux boules marquées
3 et une boule marquée 4. On choisit au hasard deux boules dans cette urne. On désigne par
X la différence (en valeur absolue) entre les numéros des deux boules, et Y la somme de ces
numéros.

(1) Déterminer la loi conjointe du couple (X,Y), puis les deux lois marginales.
(2) Calculer E(X) et E(Y).

(3) Donner le coefficient de corrélation de X et Y.

32. Soient A et B deux variables aléatoires réelles indépendantes sur un espace probabilisé
fini 2, suivant toutes les deux la loi uniforme sur [ — 3;3]. Quelle est la probabilité pour que
'équation 22 — Az + B = 0 admette une racine réelle de multiplicité deux ou plus ?

33. On tire simultanément deux boules dans une urne contenant quatre boules indiscernables
au toucher et numérotées de 1 a 4. On note U le numéro de la plus petite boule et V' le numéro
de la plus grande.

(1) Déterminer la loi conjointe de (U, V).

(2) En déduire les lois marginales.

34. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme sur [1;n].
(1) Pour tout k € [1;n], donner la probabilité conditionnelle P(X =Y | Y = k).
(2) En déduire P(X =Y).
(3) Justifier que P(X <Y) =P(X >Y); en déduire la valeur de P(X >Y).



