TSI2 TD 3 — Séries numériques 2025-26

1. Montrer que la série de terme général e~ est convergente et calculer sa somme.

2. Montrer que la série de terme général ﬁ est convergente, puis calculer sa somme (on
pourra remarquer que n =n+ 1 — 1).
3.

(1) Déterminer deux réels a, g tels que m =2+ 7%4 pour tout n € N.

(2) En déduire la valeur de la somme Sy = Y L

n=1 n(nsa) Pour tout N e N*.

(3) Montrer que la série est convergente et calculer sa somme.
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4. Soit f: [0;1] — R une fonction continue. On pose, pour tout n € N,
up = (—=1)" /01 2" f(x) dx.
Pour tout n € N, on note 5, la n-éme somme partielle de la série de terme général wu,,.
(1) Pour tout n € N, justifier I'existence de l'intégrale /01 2" f(z)dx.

(2) Montrer que, pour tout n € N :

L (=) 1 gn+l
Sp=[ T qp g 1y / dz.
n o 1+ l""( ) 01+1L'f(x)$
(3) Justifier que la fonction x — % est bornée sur [0;1]; en déduire la valeur de la limite :
1 :EnJrl
lim f(z)d.
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(4) Montrer que la série de terme général u,, converge et calculer sa somme.
5. Soit (up)nen une suite de réels qui converge vers 0. Soient a,b,c € R tels que a + b+ ¢ = 0.

Pour tout n € N, on pose v, = au, + bup4+1 + cupt2. Montrer que Y v, est convergente et
calculer sa somme.

6. Donner la nature des séries suivantes :
3 n+1 Inn
(1)Z5n+2’ (6)2n3_7’ (11)Zn3/2’
2n 43" n+1
@2 e UDIE ) (Lom (i 1),
n n

1 n+1
(B)ZW; (8)2%,
1

(4)2:i (9)2(1—cosn>;

I
nn
2

(5) Z(Hi)n; (10) Z%; (14) Z<1—i>n :

7. A laide d’une comparaison avec une intégrale, déterminer un équivalent (pour n — +00) du
nombre :

G|
Sp=) —.

8. En écrivant le terme de gauche sous la forme d’une somme partielle de série et en comparant
avec une intégrale, montrer I’équivalent (pour n — 400) :

In(n!) ~ nln(n)



9. On s’intéresse a la série :
1

2 n*(lnn)8’
ou «,f € R.
(1) Montrer que la série converge si a > 1 et diverge si a < 1.
(2) Dans cette question, on suppose o = 1.
(a) Montrer que la série est divergente si 5 < 0.
(b) Pour tout n € N\ {0;1}, on pose

no o dx
Tp= [ — &
/2 z(Inz)B

Montrer que la suite (7},)nen est bornée si > 1 et tend vers U'infini si 5 < 1.

(c) Conclure.

10. Déterminer la nature des séries suivantes :

(1) Zﬂa (3) Z(—l)ng(;”l)’ (5) Zsin <n2+1ﬂ'>;
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11. Pour tout n € N*, on pose
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(1) Montrer que u, ~ vy,.

(2) Montrer que Y u, converge, mais que y_ v, diverge.

12. Soit (up)nenN une suite de réels positifs. On suppose la série > u,, convergente et, pour tout
n € N, on pose :

+o0o
Rn = Z Up -
k=n+1
(1) Montrer que la suite (R,)nen est décroissante et convergente, puis donner sa limite.

(2) Montrer que, pour tout n € N,
n n
> Ri=(n+1)Ry+ Y ku.
k=0 k=0

En déduire que si Y R, est convergente, alors > nu, ’est également.
(3) Dans cette question, on suppose que Y nu, converge.
(a) Que vaut la limite en 400 de (n+1)R,, ?

(b) En déduire que Y R, est une série convergente.

13. Pour tout n € N*, on pose anl—i—%—i—%%—w-—i—%.
(1) Montrer que H,, ~ Inn.
On pose, pour tout n € N*, u, = H, —Inn et v, = upy1 — up.

(2) Montrer, a l'aide d’un développement limité, que v, ~ —ﬁ; en déduire que la série de
terme général v, est convergente.

(3) Montrer que (uy)nen+ admet une limite finie ~.

Le nombre v ~ 0,577 est appelé constante d’Euler-Mascherons.



