TSI2 TD 6 — Réduction des endomorphismes 2022-23

VALEURS PROPRES, VECTEURS PROPRES

1. Dans chacun des cas suivants, dire si A est une valeur propre de A (resp. u). Le cas échéant,
déterminer le sous-espace propre correspondant.

1 23 2 -3 0
(1) A=[-1 1 0],re{0,1,2}. 2) A=[0 -2 0], A==2.
1 12 0 —1 2

(3) u: R[X] —» R[X], P~ P', A€ R. (4) u: R[X] - R[X], P— XP', A € R.

2. Dans F = C*®(R,R), on consideére D: f — f’. Justifier que D est un endomorphisme et
déterminer son spectre.

3. Soit A € My(K). Montrer que, pour tout A € K, xa(A) = A2 — ATr(A) + det(A).

DIAGONALISATION

4. Dire si les matrices suivantes sont diagonalisables ; donner leur diagonalisation le cas échéant.

15 2 5 3 4 4
A= <2 4> b= (4 3) (8—6)’ D:<1 4)’
01 2 1 23 110 2 -1 -1
E=|11 1]; F=(2 1 3 G = 1 2|; H=|-1 2 -1
1 0 —1 4 2 0 002 1 -1 2
5 2 1 1
J:434;K 1 21
1 -1 1 1 1 2

5. Discuter suivant les valeurs de a, b, c € C la diagonalisabilité des matrices suivantes :

1 a b 1 a 1
A=10 1 ¢ |; B=[0 1 b}].
0 0 -1 0 0 ¢

6. Soit A = <_65 _32) Montrer que A est diagonalisable et calculer ses valeurs propres; en
déduire qu’il existe une matrice B telle que B3 = A.
011
7. On considére la matrice A= |1 0 1 |.Donner une matrice Z € M3(C) telle que Z2? = A.
110

8. Dans E = K,,[X], on considére ’endomorphisme u défini par u(P) = (X% — 1)P” + 3XP'.
(1) Déterminer la matrice de u dans la base canonique de FE.
(2) Montrer que u est diagonalisable.
(3) Déterminer le sous-espace propre associé a la valeur propre 1.

9. Soit A € M,,(C) une matrice possédant une unique valeur propre. A quelle condition est-elle
diagonalisable ?

10. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie et f € £(E), de rang 1.
(1) Montrer que Tr(f) € Sp(f).

(2) En déduire que f est diagonalisable si et seulement si sa trace n’est pas nulle.



11. Soit £ = M3(R). On considére ’endomorphisme u de E défini par

u (@ b\ [(d —b
c d) \—-c a/’
(1) Construire une base de E constituée de vecteurs propres pour u.

(2) En déduire le polynéme caractéristique de wu.

TRIGONALISATION
1 0 O
12. Soit A = (0 0 —1) . Montrer que A n’est pas diagonalisable, et qu’elle est semblable &
01 2
100
la matrice T' = (O 1 1) .
0 0 1

2 -1 -1
13. Trigonaliser la matrice A = (2 1 —2) .
3 -1 -2

APPLICATIONS

14. Déterminer les suites vérifiant les propriétés suivantes :
(1){U0=1;U1=2; (2){160:—1;“1:0;
Vn €N upio = Upy1 + 6uy, Vn €N upto = 4(upt1 — up)
(3) { up=1; ug = 1;
Vn €N upto = 2(Upt1 — Up)
15. On considére le systeme de suites récurrentes
Pn =qn—1+Tn—1
Gn = Pn—1 + Tn—1
Tn = Pn—1 1+ Qn—1
avec les conditions initiales pg =1 et gg = r¢g = 0.

Pn
(1) On pose X,, = (qn> pour tout n € N. Donner une matrice A telle que I’équation matri-

Tn
cielle X, 11 = AX,, soit satisfaite pour tout n € N.

(2) Diagonaliser A.
(3) En déduire une expression de A™ pour tout n € N.

(4) Donner I'expression de py, ¢, et r, en fonction de n.

-1 2 1
16. Soit A=1 2 -1 —-1].
-4 4 3
(1) Calculer A™ pour tout n € N.

(2) Soient (un)neN, (Vn)neN €t (wp)nen définies par ug = —2, v9 = 4, wy = 1 et, pour tout
n € N,

Upt1 = 2Up — Up — Wy

{ Upt1 = —Up + 20, + Wy
Wpy1 = —4uy + 4v, + 3wy,.

Déterminer 'expression de u,, v, et w, en fonction de n.



