TSI2 TD 7 — Equations différentielles 2025-26

1. Résoudre sur R :

(1) /42y = 2 (5) ¥ — a?y = 0;

(2) ¥ +y=2sinz; (6) v — 2%y = 2%

3) ¥ —y=(z+1)e; (7) o — a2y = (1 — 22)e;

(4) v +y=x —€e® + cosx. (8) y/_1;2y_x2+(1_$2)6x

2. Dans chacun des cas suivants, justifier I’existence et 1'unicité de la solution au probléme, puis
le résoudre :

/ ! 2x
. y_y:t . . xy+y:m2+1 *
(1): {y(O):O sur R ; (2): {y(l)zO sur R7.
3. On considere sur R 1’équation différentielle :
(E): t*% —ty+9* =0.

(1) Soit y une fonction de classe C! sur R’} qui ne s’annule pas. Montrer que y est solution de
est solution sur R’ de I’équation différentielle :

11
E): 24—z =—.
(Bn): 24 32 =

(E) si et seulement si la fonction z = i

(2) Résoudre I'équation (E).
(3) En déduire les solutions de (F) qui ne s’annulent pas et sont définies sur un intervalle
inclus dans R

4. Résoudre sur R :
Y =y—=z
Z=y+z

(1): { Z;iii;‘yz_’_ 4z (2): { Z/ :?i;_—i 3z (3): {

Dans le cas (1), déterminer la solution vérifiant y(1) =1 et 2(1) = 0.

5. Résoudre sur R :

1)y +y +y=3; (4) v 4@/+4y=tet;
(2) 2" +y' — 3y = cost; (B) y" —y=ce;
(3) v + 4y + 3y =2 + 2t; 6) y" — 4y’ + 4t = (6t + 4)e*!
Pour les questions (1), (4) et (5), déterminer la solution qui vérifie y(0) = 3/(0) = 0 (pourquoi

est-elle unique ?).

6. Résoudre les systémes différentiels suivants :

¥=x+y-—2z =2y —z

() J ¥V=-2-y—22 (3){ ¥ =3z—2y
Z=—x+y 2 =-20+2y+2z2
' =3v+ 3y — 2z ' =2y+ 2z

Y =x+y+22
2 =x+3y

Yy =—c+2y+22
Z=—x+y+3z

7. Ordre 3 a coeflicients constants. Résoudre les équations différentielles :

(1) ¥ =3y" =y +3y=0;
(2) y/// _ y// + y/
(3) y/// + 2y// + 2yl — 0

—y=0;
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8. Résoudre sur |0; +00] les équations différentielles suivantes a ’aide du changement de fonction
inconnue suggéré :

(1) 2y’ — 2ty + (2 -2y =0 (2(t) = 1),
@)ty —20t -1y +(t-2y=0 (z=y —y).

9. Résoudre les équations différentielles suivantes a 1’aide du changement de variable suggéré :

1) 2%y" + 2y’ +y = 0 sur ]0; +oo[ en posant = = e’.

(
(2) 4:1:y” + 2y —y = 0 sur ]0; +o0[ en posant x = t2.

(3) (1 —2%)y” — 2y +y =0sur ]—1;1[ en posant x = sint.
(4)

i

4) z2y" — 2zy' + 2y = 2 + 22 sinx sur |0; +o0o[ en posant ¢ = Inz.

10. Résoudre les équations différentielles suivantes :

(1) (1+2)y" —2y + (1 —x)y = xe” sur |—1;+00[; on pourra chercher une solution sous la
forme y = e**

(2) (2t+1)y" + (4t —2)y' —8y = 0 sur } —1i 400 [; on pourra chercher une solution de la forme

— pat

y=e

(3) z(z + 1)y" — 9 — 2y = 322 sur ]0; +oc[; on pourra chercher une solution de 1’équation
homogene sous la forme y = x.

11. Variation de la constante d’ordre 2. Considérons sur I = ]—%; g[ I’équation différen-
tielle :
(E): ¢ +y = tan?t
(1) Déterminer les solutions de I’équation homogene associée.
Soient A, i des fonctions C! sur I. On suppose que :
N(t)sint + p/(t) cost = 0;
N(t)cost — p/(t)sint = tan?(t).
(2) En déduire que, pour tout t € I, on a :

sin? i
Vi) = T oy = -

sin?(t)

cos(t)
changements de variables v = sint ou u = cost.

(3) Déterminer une primitive des fonctions ¢ —

et t — —22;2(()) On pourra utiliser les

(4) Déterminer toutes les solutions de (E).

12. On considere sur |0; +o00[ I'équation différentielle :
(E): z(2® +1)y" — 2(z* + 1)y 4 22y = 0.
(1) Déterminer une solution de (F) sous la forme d’un polynéme du second degré.
(2) (a) Déterminer deux réels a,b tels que, pour tout = > 0,
22°-1)  a-2z b
z(z2+1) a?2+41 '
(b) On définit sur ]0; +oof la fonction ¢ par :

x
22+ 1
Vérifier que @ est dérivable et que, pour tout x > 0,
222
/
)= —5—.
(@) (22 +1)2

(c) Donner ’ensemble des solutions de (E).

p(r) = arctan(x) —



