
TSI2 2022-23TD 7 – Intégrale généralisée

1. Justifier la convergence et calculer les valeurs des intégrales suivantes :∫ +∞

−∞

dt
1 + t2

;
∫ +∞

0
te−t

2 dt;
∫ π/4

0

cos t√
sin t

dt;
∫ +∞

0
e−t cos t dt.

2. Déterminer la nature des intégrales suivantes :∫ +∞

1

1− cos t
t2

dt;
∫ 1

0

cos t√
t

dt;
∫ +∞

0

t2

1 + t3
√
t

dt
∫ 1

0

t2 + 1
t

dt;
∫ 1

0

et

t
dt;

∫ −1

−∞

ecos t

t
dt;

∫ +∞

−∞

dt
et + t2e−t∫ 1

0

dt
1−
√
t
;

∫ +∞

0
sin

( 1
t2

)
dt;

∫ +∞

0
ln
(

1 + t2

1 + t3

)
∫ +∞

1

arctan t
t ln(2 + t2) dt;

∫ +∞

0
e−
√
t dt;

∫ +∞

0

√
t sin( 1

t2
)

ln(1 + t2) dt

3.

(1) Montrer que
∫ +∞

0

t2

(1 + t2)2 dt converge.

(2) Calculer cette intégrale à l’aide du changement de variables t = tan θ.

4.

(1) Montrer que
∫ +∞

2

4t
t4 − 1 dt converge.

(2) Vérifier que, pour tout t > 2,
4t

t4 − 1 = −2t
t2 + 1 + 1

t− 1 + 1
t+ 1 .

(3) En déduire la valeur de l’intégrale.

5. On considère I =
∫ π/2

0
ln(sin t) dt.

(1) Montrer que I est convergente.

(2) Montrer que I =
∫ π/2

0
ln(cos t) dt.

(3) Montrer que 2I =
∫ π/2

0
ln
(

sin(2t)
2

)
dt.

(4) En déduire la valeur de I.

6. Donner une condition nécessaire et suffisante sur α ∈ R pour que l’intégrale impropre
ci-dessous soit convergente : ∫ +∞

0

t− sin t
tα

dt
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7. On considère la fonction f : R → R définie par f(x) = x

x2 + 8x+ 20 .

(1) Pourquoi la fonction f est-elle définie et continue sur R ?

(2) Prouver que l’intégrale impropre
∫ +∞

1
f(x) dx est divergente.

(3) Prouver que l’intégrale
∫ +∞

1

x dx
(x2 + 8x+ 20)2 est convergente.

8.
(1) Pour tout x > 0, montrer que l’intégrale suivante est convergente :

Γ(x) =
∫ +∞

0
tx−1e−t dt.

(2) Montrer que, pour tout x > 0, Γ(x+ 1) = xΓ(x).
(3) Calculer Γ(n+ 1) pour tout n ∈ N.

9. Soient α, β ∈ R. On veut étudier la nature de l’intégrale de Bertrand∫ +∞

e

dt
tα(ln t)β .

(1) On suppose α > 1. Montrer qu’il existe γ > 1 tel que tγ

tα(ln t)β −→ 0 pour t→ +∞.
En déduire la convergence de l’intégrale.

(2) On suppose α = 1. Soit x > e. Calculer
∫ x

e

dt
t(ln t)β , puis déterminer pour quels

β ∈ R l’intégrale étudiée converge.
(3) On suppose enfin α < 1. Déterminer la limite de t

tα(ln t)β lorsque t→ +∞ ; en déduire
la nature de l’intégrale étudiée.

10. Dire si les intégrales suivantes sont absolument convergentes :∫ 1

0
t ln t dt;

∫ +∞

0

ex

1 + x2 dx;
∫ 1

0

ln t√
t

dt;
∫ +∞

0
e−x(2 + 3 cos9 x) dx;

∫ 1

0
cos

(1
t

)
dt;

∫ +∞

0

e−x√
x

dx.

11.

(1) Montrer que l’intégrale
∫ +∞

0

ln t
1 + t2

dt est convergente.

(2) À l’aide d’un changement de variables simple, montrer qu’il s’agit en fait d’une
intégrale nulle.

(3) En déduire que, pour tout a > 0,∫ +∞

0

ln t
a2 + t2

dt = π ln a
2a .

12. Discuter, suivant les valeurs du paramètres α ∈ R, la convergence des intégrales
suivantes : ∫ +∞

0

t ln t
(1 + t2)α dt;

∫ +∞

0
xα ln (x+ eαx) dx;∫ +∞

2

(√
x4 + x2 + 1− x 3

√
x3 + αx

)
dx (α ∈ [−4 : +∞[)


