
TSI2 2022-23TD 9 – Séries entières

Convergence

1. Déterminer le rayon de convergence des séries entières suivantes :

S1 :
∑ zn

√
n

; S2 :
∑ n!

(2n)!z
n; S3 :

∑
(lnn)zn; S4 :

∑
n3n!zn

S5 :
∑ (2n)!

(n!)2 z
n; S6 :

∑ lnn
ln(n+ 1)z

n; S7 :
∑

(1 + i)nzn; S8 :
∑ (−2)n

n+ 1 z
3n+1;

S9 :
∑ n2 + 1

3n
zn; S10 :

∑ lnn
n2 z

n; S11 :
∑ lnn

n2 z
2n.

2. Soit (an)n∈N une suite réelle convergeant vers un réel ` 6= 0. Déterminer le rayon de conver-
gence de la série

∑
anx

n.

3. Soit
∑
anz

n une série entière de rayon convergence R. Déterminer le rayon de convergence
des séries entières suivantes :

S1 :
∑

anz
3n; S2 :

∑
an3nz2n.

Somme d’une série entière

4. Déterminer le rayon de convergence, puis exprimer à l’aide des fonctions usuelles la somme
des séries entières suivantes :∑ n− 1

n
xn;

∑ n+ 2
n+ 1x

n;
∑ (n+ 1)(n− 2)

n! xn;
∑ (−1)n

2nn! x
2n.

5. Montrer la convergence et déterminer la somme des séries numériques suivantes :∑ 1
2nn! ;

∑ n

2n
;

∑ n2

2n
;

∑ (−1)n

n(n− 1) .

Développement en série entière

6. Développer en série entière les fonctions suivantes (préciser le rayon de convergence) :

f1 : x 7→ ln(1 + 2x2); f2 : x 7→ 1
a− x

(a 6= 0); f3 : x 7→ ex

1− x ;

f4 : x 7→ arctan(x+ 1); f5 : x 7→ (4 + x2)−3/2.

7. Déterminer les solutions développables en série entière des équations différentielles suivantes :
(E1) : xy′′ + 2y′ − xy = 0 (E2) : x2(1− x)y′′ − x(1 + x)y′ + y = 0;

(E3) :
{
y′′ + xy′ + y = 1
y(0) = y′(0) = 1 ; (E4) : x(x− 1)y′′ + 3xy′ + y = 0.

8. Montrer que les fonctions suivantes sont de classe C∞ :

f1 : x 7→
{ sin x

x si x 6= 0
1 sinon ; f2 : x 7→

{ 1
sin x −

1
x si 0 < |x| < π

0 si x = 0.

9. On considère la fonction f : R → R définie par

f(x) =
{
e−1/x2 si x 6= 0

0 si x = 0

(1) Montrer par récurrence que, pour tout n ∈ N, il existe un polynôme Pn tel que, pour tout
x 6= 0,

f (n)(x) = Pn(x)
x3n

e−1/x2
.

(2) En déduire que, pour tout n ∈ N, f (n)(0) = 0. Quelle est la série de Taylor de f ?
(3) Montrer que f n’est pas développable en série entière en 0.


