TSI2 TD R3 — Analyse réelle 2022-23

1. On considére la fonction f: [1;+o00[ — R définie par f(z) = e!/*\/22 — 1.
(1) Montrer que, au voisinage de 400, on a :
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(2) En déduire que la droite d’équation y = x + 1 est asymptote au graphe de f au voisinage de +o0.
(3) Quelle est la position de cette asymptote par rapport au graphe de f au voisinage de +oo ?

2. Calculer les intégrales suivantes. On pourra, le cas échéant, faire appel au changement de variables
indiqué entre parentheses.
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3. Donner la nature des séries et intégrales suivantes :
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4. Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes :
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5. Donner le rayon de convergence, puis calculer la somme des séries entieres :
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6. Donner le développement en série entiére des fonctions suivantes :
(1) z+— L, (3) = . (5) x> 1.
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(2)35'_)1+9x2; (4) x—In(b—x); (6) z — In(1 + 2+ 2?).

7. On considére la fonction 2w-périodique définie sur |—m; 7] par f(z) = e*.

(1) Représenter graphiquement cette fonction.
(2) Calculer les coefficients de Fourier de f.
(3) Etudier la convergence de la série de Fourier de f.
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(4) En déduire la valeur de Z
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8. Soit f la fonction paire, 2m-périodique et définie sur [0; 7| par f(x) = x. Calculer la série de Fourier
de f, puis en déduire les valeurs des sommes des séries suivantes :
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9. Le but de cet exercice est de montrer que la série de terme général est convergente.

(1) Montrer qu'’il suffit d’établir la convergence de la série complexe de terme général %

2) Pour tout n € N, on pose : LI
(2) p E, = Zelk-
k=0

Montrer que la suite (E,)nen est bornée.
(3) Montrer que, pour tout N € N* :
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(4) Etudier la convergence de la série de terme général E,, (l — #>

n n+1
(5) Conclure.

10. Soit (up)nen la suite définie par ug = 3 et, pour tout n € N, un41 = #(ul + 2).
(1) Montrer que wu, > 3 pour tout n € N.
(2) Montrer que la suite (u,)nen est croissante.
(3) On suppose que la suite (u,)nen converge. Quelles peuvent étre les valeurs possibles de sa limite ?
(4) En déduire que la suite (up)nen tend vers +oo.
11. On consideére la suite (uy)nen donnée par ug = 1, u; = 2 et, pour tout n € N,
18uUptp41
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(1) Montrer que la suite (u,)n € N est bien définie et que, pour tout n € N, u,, > 0.

(2) Pour tout n € N, on pose v,, = .
(a) Montrer que (v, )nen est une suite récurrente linéaire d’ordre 2.
(b) En déduire une expression explicite de u,, pour tout n € N.

(c) Discuter la convergence de (uy,)neN-

12. Déterminer la solution y définie sur ]0; +o00[ du probléme suivant :
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13. Déterminer ’ensemble des solutions de I’équation :
Y’ — 2y + 5y = 2%e”
14. Résoudre sur |—1; 1] Péquation différentielle :
(? = 1)y" + 2y — 4y = 0.
On pourra utiliser le changement de variables x = cos#.
15. Résoudre sur R I’équation différentielle :
(1+t2)y" + 4ty + 2y = 0.

On pourra rechercher les solutions développables en série entiére.



