TSI2 TD R6 — Divers 2022-23

1. On lance une piéce qui a la probabilité % de faire pile. Les lancers sont supposés indépen-
dants. On note X le nombre de lancers nécessaires afin d’avoir pour la premiere fois deux piles
consécutifs, et p, = P(X = n).

(1) Déterminer po, p3 et py.

(2) Montrer que, pour tout n € N*, p, 19 = %pnﬂ + %pn.

(3) En déduire une expression explicite de p, pour tout n € N*.

(4)

Combien d’essais faut-il faire en moyenne pour obtenir deux piles consécutifs ?

2. Soit u € L3(R) dont la matrice dans la base canonique est :
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On définit également H = {(z,y,2) € R® |z +y+ 2z = 0} et D = Vect((1,0,1)).
(1) Montrer que R3 = H @ D.
(2) Montrer que H et D sont stables par .

(3) Ecrire la matrice de u dans une base adaptée a la somme directe ci-dessus.

3. Déterminer les extrema de f: D — R définie par f(z,y) = o* + y* — 2(z — y)?, o D =
{(z,y) e R? | 2? +y? < 4}.

4. Dans E = Rp[X], on définit ¢: E? — R par :
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VPQEE ¢(P,Q) =) P(k)Q(K).
k=0
On considere également les ensembles :

F—{PeRy[X]| P(0) =0} et G:{PGRQ[X]‘/OlP(t)dt:()}.

1
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(1) Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur E.
(2)
(3) Déterminer une base de F' et une base de G.
(4)
(5)

Montrer que F et GG sont des sous-espaces vectoriels de F.

4) Déterminer I'orthogonal de F et 'orthogonal de G.

5) Montrer que B = (X (X — 1), X(X —2), (X — 1)(X — 2)) est une base orthogonale de E;
en déduire une base orthonormée de E.

5. Pour tout n € N, on consideére 'intégrale :

+o0o
In:/ thet dt.
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(1) Montrer que l'intégrale Iy est convergente et que Iy = 1.
(2) Pour tout n € N et tout A > 0, montrer que :
A A
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(3) En déduire que l'intégrale I,, est convergente pour tout n € N.

(4) Montrer que, pour tout n € N, I,41 = (n + 1)I,. En déduire la valeur de I,, pour tout
n € N.



