TSI2 Mathématiques — Devoir surveillé n°3 2024-25

Samedi 15 novembre 2024 — Durée : 4h

L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé.

PROBLEME I. SUITES ET PROBLEME MATRICIEL

On considere les suites (un)neN, (Un)nen €t (W )nen définies par :

ug = 1 Upt1 = 2Uy — Uy + Wy
v =0 et Vn>0 Upil = Un + Wy
wo =0 Wpt1 = —Up + Uy + Wy
2 -1 1 Up,
Onnote A= 0 1 1|et, pourtoutneN, X, =1uv,
-1 1 1 Wy,

Enfin, on note f 'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est A.

Q1. La matrice A est-elle inversible 7 Que peut-on en déduire concernant I’endomor-
phisme f?

On considere les éléments suivants de R3 : by = (0,1,1), by = (1,1,0) et b3 = (0,0, 1).

Q2. Montrer que B = (b, by, b3) est une base de R3.

Q3. Montrer que la matrice de f dans la base B est :

2 00
T=10 11
0 01

Q4. On note P la matrice de passage de la base canonique de R? a B. Déterminer P
et vérifier que :

-1 1 0
Pt=11 0 0
1 -1 1
Q5. Déterminer une relation entre A, P, T', P~
000
Soit N=10 0 1
0 00
Q6. Déterminer une matrice diagonale D telle que T' = N + D ; vérifier que N et D
commutent.

Q7. Donner 'écriture de N™ pour tout entier n > 2.
Q8. Déduire de ce qui précede une expression explicite de T™ pour tout n € N.
Q9. Pour tout n € N, donner une relation entre X, .1, A et X,,.

Q10. En déduire, pour tout n € N, 'expression de X,, en fonction de A, n et X,.

Q11. Déterminer, a I'aide d’une récurrence sur n, ’expression de A™ en fonction de T,
P et P71 pour tout n € N.

Q12. En déduire, pour tout n € N, I'expression de u,, v, et w, en fonction de n.
(d’apres CCINP 2023)



PROBLEME II. INTEGRALES DE WALLIS

w/2
Pour tout n € N, on définit W,, = / cos" t dt.
0

Q1. Justifier que W, existe pour tout n € N.

Q2. Calculer Wy, Wy et Ws.

Q3. Montrer que la suite (W,,)en est décroissante et a valeurs positives.

Q4. Pour tout n € N, déterminer une relation entre W, o et W,,.

Q5. En déduire que la suite (nW,,W,,11)nen+ est constante et déterminer sa valeur.

Q6. Montrer que, pour tout n € N* :
n o T
—<nW?r< =
nt12 =" =79

Q7. En déduire un équivalent simple de W, lorsque n tend vers +oc.

PrROBLEME III. ENTROPIE ET « EFFET DE SURPRISE » EN PROBABILITES

Ce probleme aborde la question de la mesure quantitative de I'information.
La premiere partie étudie quelques propriétés de la fonction logarithme népérien utiles
pour les autres parties du probleme.
La deuxieéme partie vise a construire les fonctions permttant de modéliser 'information
contenue dans les événements de probabilité non nulle d’un espace probabilisé. L’infor-
mation contenue dans un tel événement correspond intuitivement a ’effet
de surprise provoqué par la réalisation de cet événement : un événement tres
surprenant contient beaucoup d’information, un événement peu surprenant contient peu
d’information.
La troisieme et la quatrieme partie abordent respectivement la notion d’entropie d’une
variable aléatoire discrete a valeurs entieres, et I'entropie d'un coupe de variables aléa-
toires.

ITII.A. Questions préliminaires.

Q1. Montrer que, pour tout z € R, In(z) <z —1, et que In(z) = 2 —1 si et seulement
si x = 1. Interpréter graphiquement ce résultat.

Q2. Montrer que la fonction g définie sur [0; 1] par g(0) =0et Vz € ]0;1] g(x) =zlnz
est continue sur [0; 1] et dérivable sur ]0; 1]. Représenter graphiquement la fonction

g.

II1.B. Mathématisation de l’effet de surprise. Soit (€2, P) un espace probabilisé
fini. Si A est un événément de probabilité non nulle, on modélise la quantité d’information
contenue dans l’événement A par

S(A) = f(P(4)),
ou f est une fonction |0; 1] — R vérifiant les contraintes suivantes :
(i) (1) = 0;
(ii) f est décroissante sur ]0;1];

(iif) pour tous p,q €0;1], f(pq) = f(p) + f(a);
(iv) f est continue sur |0, 1].



Q3.
Q4.
Q5.

Q6.

Q7.

3

Quelle est la quantité d’information de I’événement certain ? Interpréter en terme
d’effet de surprise.

Que peut-on dire de la quantité d’information contenue dans I’événement A N B
lorsque A et B sont indépendants ? Interpréter en terme d’effet de surprise.

Donner un exemple de fonction f vérifiant les quatre contraintes (i), (ii), (iii) et
(iv).

Dans cette question, on se propose de déterminer I’ensemble des fonctions vérifiant
ces quatre contraintes. Soit f une telle fonction.

(a) Soit p €]0;1]. A I'aide d'un changement de variables, établir I'égalité

1 P 1 1
] f 0= 50+ | () du

(b) En déduire que f est dérivable sur ]0; 1].

(c¢) Dans cette question, on fixe p € ]0;1]. En dérivant par rapport a ¢ 1'égalité
(iii), démontrer l'existence d’un réel a indépendant de p tel que f'(p) = a/p.
Préciser la valeur de a.

(d) En utilisant le fait que 1'égalité f'(p) = a/p est valable pour tout p]0; 1], déter-
miner I'ensemble des fonctions vérifiant les quatre contraintes (i), (ii), (iii) et
(iv).

(e) Montrer que, parmi ces fonctions, il en existe une et une seule vérifiant en plus
légalité f(1/e) = 1.

Cette fonction, notée h dans la suite du probleme, correspond au choix d’une unité

particuliere (le logon) pour mesurer la quantité d’information.

(f) Que vaut lim h(p) ? Interpréter ce résultat.
p

On réalise 'expérience aléatoire consistant a effectuer deux lancers successifs d’un
dé équilibré a six faces. On consideére les événements suivants :

e F: « le numéro sorti lors du premier lancer est pair » ;

o M: «le maximum des deux numéros sortis est égal a 4 » ;

e N: «la somme des deux numéros sortis est égale a 7 ».
Ordonner les quantités d’information continues dans chacun de ces trois événe-
ments. Interpréter en terme d’effet de surprise.

ITI.C. Entropie d’une variable aléatoire finie. Dans cette partie, toutes les va-
riables aléatoires considérées sont définies sur un méme univers fini {2 et prennent leurs
valeurs dans [0;n]. Si X est une telle variable, on note p, = P(X = k). On définit
I’entropie de X par

HIX) =~ peln(py).
k=0

en convenant que pg In(py) vaut 0 lorsque py = 0.

Qs.
Qo.

Q10.

Interpréter H(X) comme une espérance, puis en terme de quantité d’information.

Montrer que H(X) > 0, et que H(X) = 0 si et seulement si X est une variable
aléatoire certaine.

Dans cette question, on considere une variable aléatoire X suivant une loi uniforme
sur [0; n].

(a) Calculer H(Xj).



(b) En appliquant 'inégalité de la question Q1 & un nombre réek z bien choisi,
démontrer que
1

1
Ve [0:n] — ppl 1( ><
€ [0;n] — prIn(p) + pi In 1) S o

(¢) En déduire que, pour toute variable aléatoire X: Q — [0;n], on a H(X) <
H(Xy), avec égalité si et seulement si X suit la méme loi que Xj. Interpréter
ce résultat en terme de quantité moyenne d’information.

— Dk-

ITI.D. Entropie d’un couple de variables aléatoires finies. Dans cette partie, m
et n sont des entiers naturels non nuls. On considere deux couples de variables aléatoires
(X,Y) et (X,Y"). X et X' sont & valeurs dans [0;n] et Y et Y’ sont a valeurs dans
[0; m]. Pour tous i € [0;n] et j € [0;m], on note
On suppose que, pour tout (i,7) € [0;n] x [0;m], Ai; # 0 et Aj; # 0.
On définit I'entropie du couple (X,Y) par
i=0 j=0

et 'information entre les couples (X,Y) et (X', Y") par

KXY, X\ V) = =3 3" Ay n (i )

=0 5=0
Q11. Rappeler les valeurs de Z Z Aij et Z Z /\U ; en déduire que
=0 5=0 =0 57=0
M\ M\
KX, Y, X' Y =— ZZ)\” L) - 4+1]).
i=0 j=0 )‘ij )‘ij

Q12. A T'aide de l'inégalité de la question Q1, établir que K(X,Y, X', Y') > 0, et que
I'égalité a lieu si et seulement si les deux couples (X,Y) et (X', Y’) ont la méme
loi conjointe.

Q13. On suppose que les deux variables X’ et Y’ sont indépendantes, que X/ suit la
méme loi que X et que Y suit la méme loi que Y.

Démontrer que K(X,Y, X" Y') = H(X)+ H(Y) — H(X,Y), puis en déduire que
H(X,)Y)< HX)+ H(Y).

Donner une condition nécessaire et suffisante pour que cette inégalité soit une

égalité.

(d’apres Centrale-Supélec 2017)



