TSI2 Mathématiques — Corrigé du concours blanc 2024-25

EXERCICE 1
Q1. (a) (Vi Jn, Ry) est un systéme complet d’événements. D’apres la formule des probabilités totales,

Unt1 = P(Vog1) = P(Viyr | Va)P (Vi) + P(Visr | Jn)P(Jn) + P(Vayr | Ro)P(Rn)
1

= 3Un + %]n + %rn-
(b) De méme,

1

. 1 1 .
In+1 = Zvn + §]n

1. 1
Th4l = gUn + 2Jn + 5Tn

(¢) Le drapeau étant vert le jour numéro 0, on a vg = 1 et jo = ¢ = 0, ainsi Xy = (
d’apres les deux questions précédentes, pour tout n € N, on a

(=l

) . De plus,

200+ Jn + 10
XnJrl = Z Up + 2]71 = AXn
Un + Jn + 270

Q2. (a) On calcule le polynéme caractéristique de A. Pour tout A € R,

MA-2 -1 -2 MA-1 -1 -2
xaM)==| -1 4x-2 0 = —|1-4Xx 4x-2 0
Pl a1 g ~1 4Ar-—2
-1 4A(;1 4;—13 :3 = i(4A—1) -3 =2
LocLotly 43| 1 a9 # -1 4x-2
1 2 2
= A= DI6N° =207+ 4) = (A= ) (\* = §A+ §)

= =H0-.
Ainsi, les valeurs propres de A sont 1 (double) et 1 (simple).

b) Il s’agit de résoudre les systémes AX = AX pour X = v)eR3et A e L1
g Y 1

2x4+y+2z=4z —2x4+y+2z=0
AX =X = r4+2y=4y = x—2y=0
r+y+2z =4z r+y—22=0
—dy+y+22=0 —3Jy+22=0
— T=2y < T =2y
204+y—22=0 Jy—22=0
= { ngy

Ainsi, F; = Vect [(%)}, de dimension 1. D’autre part,

1 2e+y+2z==x r+y+2z2=0 e y=0
AX:ZX<:> T+2y=y <= r+y=0 <:>{ Z:O
rT+y+2z==z2 xr4+y+2z=0 o
Ainsi, Ey/4 = Vect K —(1)1)], de dimension 1.
(¢) La valeur propre i est de multiplicité 2 tandis que son sous-espace propre associé est de
dimension 1, la matrice A n’est donc pas diagonalisable.

Q3. Soit f un endomorphisme de R?, de matrice A dans la base canonique B.
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(a) D’apres la question précédente, €] et e, sont des vecteurs propres de f associés respectivement

()

(d)

aux valeurs propres 1 et i, ce qui correspond aux deux premieres colonnes de la matrice T'.
Pour que la troisieme colonne soit correcte, il s’agit de résoudre :

fles) = 162‘*‘163’
soit :
2a + 2b 1 a
1
Z a :Z -1 4+ - 0 s
a+2b 0 b
soit :
2a +2b=3+a
a=-3
a=-3 <= {b—3
a+2b=0b -

Enfin, la famille (e}, e, e5) étant une famille de trois vecteurs de R® (qui est de dimension
3), pour vérifier que c’est une base il suffit de calculer le déterminant :

2 -1 0| = 3’11 _3‘+3‘;l 11'918277é0.
3 0 3 3€ ligne - 0 -
4 1 =3
Q=12 -1 0 |.Calculons Q!
3 0 3
-3|1 0 0 4 1 =31 00 4 1 =-3]1 0
00 1 0 ~ 0 =3 3|11 190 ~ 0 -3 3 |_1 1
Lo+Ly—3iL i A 3 Ly+L3—iL 23 1 1
3 O 0 1 LZ:Li—éLi O -2 T —1 0 1 3 L3g—35L2 0 0 3 —3 -3
1 31 1 1 31 1
L 3 -3 I 0 0 1 7 -3 i 0 0
~ 01 -1|L1 -2 9 ~ 01 0 2 _r 2
Li«1L, 0 0 1 31 % 2 | L2<La+Ls 0 0 1 91 ? 8
1 11
o1 0|} il
LieLi—1r48 95 9 3
1 1—3La+5L3 00 1 _% -1
1 1 1
Ainsi, Q7 '=3%( 2 -7 2
-1 -1 2
1 0 0 0 0 O
On écrit T=D+ N,avec D= |0 % OleeN=|0 O % . On remarque que DN =
00 1 00 0

ND = %6 (§ § %), ainsi on peut appliquer la formule du binéme de Newton. De plus, N? = 0

(et, par récurrence immédiate, N¥ = 0 pour tout k£ > 2). Ainsi, pour tout n > 1,

n 1 0 0
I"=(N+D)" =Y (Z) NF*D"=F = D" 4+ pND" ' = |0 47 3nd™m
k=0 0 0 4

On remarque que l'expression reste valable si n = 0 (T° = I3).

D’aprés la formule de changement de base, on peut écrire A = QTQ~!. Par ailleurs, par
récurrence immédiate a partir de la question Q1(c), pour tout n € N, X,, = A" X,. Ainsi,
pour tout n € N, X,, = (QTQ™')" Xo = QT" Q™' X,.

_ o O



Q4. On réalise le calcul proposé a la question précédente :

Xo = (QTQ™Y)" X0 = QT"Q' X,

] 4 1 =3\ /4~ 0 0 1 1 1 1
:94n2—10 0 1 3n 2 -7 2110
’ 3 0 3 0 0 1 -1 -1 2/ \o
] 4 1 =3\ /4 0 0 1
W 2 -1 0 0 1 3n 2
’ 3 0 3 0 0 1 -1
] 4 1 -3 4n 1 4t 419 _3p 43
W 2 -1 0 2—3n W 2.4" — 24 3n
’ 3 0 3 -1 ‘ 3.-4" -3
1 4+ (5—3n)4"
=3 24 (3n—2)4™"
3—-3.47m
Ainsi, pour tout n € N,
vp = (44 (5-3n)4™")
gn =352+ @Bn—-2)4"")
rm=5(3-3-47")

(on peut remarquer a titre de vérification qu’on a toujours vy, + j, + r, = 1)

Q5. Lorsque n tend vers Uinfini, les suites (vn)neN, (jn)neN €t (7n)nen ont pour limites respectives
v = %, j= % et r = % = % On en déduit que le plus probable au bout d’un grand nombre de

jours est d’avoir un drapeau vert, avec une probabilité de £ environ.
) 9

EXERCICE II

Q1. (a) La partie rouge correspond & la définition donnée sur [0;7] (z(m — z) est un polyndme du
second degré avec un coefficient dominant négatif et dont les racines sont en 0 et en ), la
partie verte est obtenue par (im)parité et la partie verte par périodicité.

(b) La fonction t +— (7 — t)? est continue sur [0;7].

/7r t2(m —t)2dt = /W(W2t2 —omt® ) dt = er?’ _ M + L ’
0 0 3 4 5 g
eI S
=3 2 t5 T
(c) Soit n € N*. La fonction t — t(m — t) est de classe C? et t ~ sin(nt) est continue sur [0;7].

Par double intégration par parties,

/Oﬂt(w — t)sin(nt) dt = [t(w - t)‘cos(m)r - /Oﬂ(w o zeostt) 4,
0

o+ {(77—275) siné;zt)}: B /OW —2Sin7glt) dt
=0+2 [_C‘:?@} - ;—?(Cos(mr) — cos(0)) = % (1-(=1)").

Q2. La fonction f étant impaire, tous ses coefficients de Fourier a,(f) (n € N) sont nuls et, pour
tout n € N*,
2 27 ) ) ™ )
bn(f) = — f(t)sin(nt)dt = = f(t)sin(nt) dt
T Jo

:27T 0



Q3.

Q4.

Q5.

D’apres la question précédente, on a donc by, (f) = —+z (1—(—1)"). Remarquons que ce coefficient

™n3
est nul si n est pair et vaut % si n est impair. On peut donc écrire la série de Fourier de f sous
la forme :

—+oo —+oo

. 8 sin((2p + 1))
nz::l by (f) sin(nt) = - I;) ot P

La fonction f est 2r-périodique et C! par morceaux ; de plus, elle est continue. D’apreés le théoréme
de Dirichlet, on en déduit que la série de Fourier de f converge vers f : pour tout x € R,

+oco .
fla) = 8 Z sin((2p + 1)t).

T (2p+ )P

On applique I'égalité de la question précédente en = 7, en remarquant que f(5) = 5 (7 —3) =

)= (-1

s
2
%2 car § € [0;7] et que, pour tout p € N, sin((2p +1)3
GRS G
4 T (2p + 1)’
9 AN 71'3
d’'ou R = 55.
(a) Si f est une fonction continue par morceaux et T-périodique, alors :

17 12
7 [ Pd=an? 3 @+ B).
0 n=1
(b) On applique la formule de Parseval a la fonction f étudiée dans cet exercice. Remarquons
que, f étant 27w-périodique et impaire, f2 est paire donc fOQW f2()dt = 2f07r f2(t)dt. Ainsi,
d’apres le calcul d’intégrale de Q1 et les coefficients calculés en Q2 :

2 70 1 64> 1

5 2 (99 - 1)6°
2r 30 2 «w = (2p+1)

6
[N o
doqu—%o.

(¢) On sépare la somme entre termes pairs et impairs :

ot nob = (Qp)G = (2]7 4 1)6 64 = pﬁ 64 .
64 76
Ainsi, T = —S = .
5= 637 T 945
PROBLEME

Partie A. Questions préliminaires.

Q1.

arccos

La fonction arccos est strictement décroissante sur [—1; 1],
(a) on a arccos(—1) = 7, arccos(0) = § et arccos(1) = 0. La
courbe admet des tangentes verticales en z = +1 (ou la “

fonction n’est pas dérivable).
3 1 \‘;
y=X

(b) cos(2z) = 2cos?(z) — 1.
(c) On développe le membre de droite :

cos(a + b) + cos(a — b) = cosacosb — sinasinb + cosacosb + sinasinb = 2 cos a cos b.



(d) On utilise la formule d’addition, puis les formules de duplication du cosinus et du sinus :
cos(3z) = cos(2z + x) = cos(2x) cos x — sin(2x) sinz = (2 cos? () — 1) cosz — (2sin x cos x) sin
= 2cos’ () — cosx — 2cosxsin?(z) = 2cos®(x) — cosz — 2cosz(1 — cos?(x))

= 4cos®(x) — 3cos .

Partie B. Un produit scalaire.
Q2. Soit k € N.
(a) Lorsque t — 1~ t* — 1 donc t* ~ 1. D’autre part, V1 — 12 = /T —t/T+t et VT +1 — V2
donc /1 +t ~ /2. Par quotient, on a donc :
tk 1
NN
La fonction ¢ — ti - est continue et positive sur [O; 1[7 avec donc une unique impropreté

en 1. En vertu de I’équivalent ci-dessus et du théoreme de comparaison des intégrales de
fonctions positives, 'intégrale est de méme nature que fol \/%. Celle-ci, par théoreme de

changement de variable (en posant x = 1 —¢, C! strictement monotone) est de méme nature
1 4z . sz J PPN .
que fo e qui est une intégrale de référence convergente, d’ou le résultat.

(b) La fonction t— \/% est continue et positive sur |—1; 1[. Intéressons-nous & l'intégrale

f 1 m dt. On effectue le changement de variables x = —t, C' et strictement monotone.

On en déduit que cette intégrale est de méme nature que fo \/i)—i Celle-ci est conver-

gente d’ apres la question précédente. On en déduit que les deux intégrales f 1 m dt et

fol \/ﬁ dt convergent, donc l'intégrale cherchée également.

Q3. 1l s’agit de montrer que ¢ est une forme bilinéaire symétrique définie positive. On a vu que ¢
est bien définie sur R[X]? et & valeur réelles.
e Pour tous P,Q € R[X], on a p(Q, P) = (P, Q) par commutativité du produit.
e Soient P, P»,@Q € R[X] et A € R. Alors, par linéarité de l'intégrale :

PP+ P)Q®) . [T PR ' P (t)Q(t)
<p()\P1+P2,Q)—/_1 S R L = X
= Ap(P1, Q) + (P2, Q).

On en déduit que ¢ est linéaire a gauche; par symétrie, elle est donc bilinéaire.
e Soit P € R[X]. Alors :

1 PZ(t)
1 V1 —1t2

est positive sur [—1;1] et —1 < 1 donc (P, P) > 0 par positivité de

p(P,P) = dt.

P2(t)

La fonction ¢ — el

Iintégrale.

e Enfin, soit P € R[X]. Supposons que ¢(P,P) = 0. La for:ction t— \1/3172)2
P7(¢)

positive sur |—1; 1[. De plus, —1 # 1. On en déduit que Wil 0 pour tout t € |—1;1[; en

est continue et

particulier P(t) = 0 pour tout ¢t € |—1; 1[. Le polynoéme P posséde une infinité de racines, il
est donc nul.
Ainsi ¢ définit un produit scalaire sur R[X].

Partie C. Une famille de fonctions.
Q4. Soit x € [—1;1]. D’apres Q1 (b) et (d) :
fo(z) = cos(0) = 1;
f1(x) = cos(arccos x) = x;
(z) = cos(2 arccos ) = 2 cos>(arccos ) — 1 = 2% — 1;
(z) = cos(

cos(3arccos ) = 4 cos®(arccos ) — 3 cos(arccos ) = 4> — 3.

2
[



Q5. Soient n € N* et x € [—1;1]. Alors, d’aprés Q1 (c) :
2x f,(x) = 2 cos(arccos x) cos(n arccos x)

= cos(narccos x + arccos x) + cos(n arccos x — arccos )
= fo41(2) + f-1(2).

Q6. On peut conjecturer, d’apres la relation de récurrence, que T}, est de coefficient dominant 271
pour tout n € N*. Montrons donc par récurrence double sur n que 7, est de degré n et de
coefficient dominant 2"~! pour tout n € N*.

Pour n =1, T} = X qui est bien de degré 1 et de coefficient dominant 2!~! = 1.

Pour n = 2, Tp, = 2XT, — Ty = 2X? — 1, qui est bien de degré 2 et de coefficient dominant
221 =9,

Soit n € N*. On suppose que T,, (resp. T,+1) est de degré n (resp. n + 1) et de coefficient
dominant 2"~ ! (resp. 2"). Alors 2X7T,, 11 est de degré 1 + deg(T},+1) = n + 2 et de coefficient
dominant 2 cd(Ty,41) = 271, Ainsi, Tj40 = 2X Ty 41 — T, est de degré n + 2 et de de coefficient
dominant 2"*! (une somme de polynémes de degrés différents est de degré et de coefficient
dominant égaux a ceux du terme de plus haut degré).

On a ainsi prouvé que T), est de degré n et de coefficient dominant 2"~ pour tout n € N*.

Q7. Remarquons que Tp est de degré 0 (mais pas de coefficient dominant 2°~1). Pour tout n € N,
d’apres la question précédente, la famille (Tp, . .., T),) est échelonnée en degrés, elle est donc libre.

De plus, elle est composée de n + 1 polynoémes de R, [X] qui est de dimension n 4 1; ¢’est donc
une base de R,,[X].

Q8. On proceéde une nouvelle fois par récurrence double sur n € N.
D’apres la question Q4 et par définition de Ty et T3, on a bien fo(x) = To(z) et f1(x) = T1(x)
pour tout x € [—1;1].
Soit maintenant n € N. On suppose que T, (x) = fn(z) et Thi1(z) = far1(zr) pour tout
€ [-1;1]. Alors, pour tout = € [—1;1], d’aprés Q5,

frt2(2) =22 fri1(2) — fo(2)
= 22T, +1(x) — T,,(z) par hypothese de récurrence
)

= T, t2(x) par définition de T}, 4o.

Partie D. Une base orthogonale.

Q9. (a) Soient p # g € N. Notons qu’alors p + ¢ et p — ¢ sont tous les deux non nuls. Alors, d’apres
Q1 (c),

o = [ costpe) costar)do = 5 [ (cos((p + a)a) + cosl(p - ) o

_1 [Sin((p +a)e) | sin((p - q)w)]” _0
2 p+q P—a o
En effet, sin(0) = sin((p + ¢)7) = sin((p — ¢)7) = 0 car p + ¢ et p — g sont entiers.
(b) Sip=0,alors I, , = [ 1dt =m. Sip# 0, alors :
I,,= /Tr cos? (px) dz = 1/7T((zos(2pgc) +1)dz = 1 ([sm@px)} + 7r> =T
o 2/, 2 . 2

2p

Q10. Soient m # n € N. Remarquons que, pour tout ¢ € [0; 7], Ty, (cost) = fi,(cost) = cos(m arccos(cost)) =
cos(mt).
—dx

Faisons alors le changement de variables ¢ = arccos x (dt = \/177) de classe C! et strictement

décroissant sur |—1;1] :

1 Tm Tn —T
(T | Tn) = H dz = /7r T (cost)T,(cost) — dt
= / cos(mt) cos(nt) dt = Iy, ,, = 0 car m # n.

Ainsi la famille (Tp,...,T,) est orthogonale. En revanche elle n’est pas orthonormée car (de
méme que ci-dessus) ||Tp||? = (Ty | To) = Io,o = 7 # 1.
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Q11. D’aprés Q7, R,,_1[X]| = Vect(Tp,...,Tn—1). La famille (Tp,...,T,) étant orthogonale, T,, est
orthogonal & Ty, . .., T;,—1 donc & tout le sous-espace qu’ils engendrent, autrement dit & R,,—1[X].

Q12. La base (T, ...,T,) étant orthogonale, la base (Hg—gu, . II%{H) est orthonormée. Comme X" €

R, [X] = Vect(Tp, ..., T,), on peut donc écrire :
T;

- Ty " "1
X" = <Xn| >. = <Xn|Tk>‘Tk:
,;O Tl 1] ,; T2

On a montré que T}, est de degré n et de coefficient dominant 2"~!. Ainsi, 7,, — 2"~ 1 X"
annule exactement le terme de degré n; il est donc de degré au plus n — 1, donc orthogonal a
T,. Autrement dit, (T,, — 2" "1 X" |T,) = 0.

Par linéarité a gauche, on en déduit que : ||T,,[|* — 2"~ 1(X™ | T,,) = 0, soit :

I
(X7 T) =

Partie E. Minimiser une intégrale a parameétres.

Q13. D’apres le théoréme de la projection (car R;[X] est de dimension finie), I = || X2 — p(X?)|?
1212 = [[p(X?)]1?.

Q14. D’apres les questions Q9 et Q10, une base orthonormée de R1[X] et donnée par (H%H’ II%H)

1 2
Q15. On a montré que Tp = 2X? — 1, donc X% = 175, + 1 = 175 + 1T, Ainsi, en utilisant la base
orthonormée de la question précédente :

1o 9 Ty
P(X?) = (X | To) 7z + (X7 | T1) g
ITo]1? 1712
1 T 1 To 1 T 1 T
=Ty |To)—=—5+ = |To)—5 +=(To | TV —= + =T | T1)—=
2< 0| O>HTO||2 + 2< 2| O>HTO||2 + 2< 0| 1>HT1||2 + 2< 2| 1>||T1||2
1 1
==-Tp+0+0+0==
5 0+0+0+ 3’
par orthogonalité de la famille (T, T, T5).
Q16. D’apres les questions précédentes, on a donc :
> 11?1 ™
I=|X?—2| =|zTa+=—=|| =317 = =.
’ 2 ‘22+2 2 T2 =3




