TSI2 Oral 2 2024-25

1. Soit £ =C(R,R). Soient a > 0 et S,: E — E Dapplication définie par :

(1) Soit f: ¢t~ sin(Zt). Calculer Sy(f).

(2) Soit f € E. Montrer que S,(f) est de classe C!.
(3)

(4) Soit n € N. Montrer que R,,[X] est stable par S,.

Montrer que S, n’est ni injective ni surjective.

Dans la suite, on note s, ’endomorphisme de R,,[X] induit par S,.
(5) Montrer que s, est un automorphisme.
(6) Montrer que, dans une base bien choisie, la matrice de s, est triangulaire supérieure.

(7) L’endomorphisme s, est-il diagonalisable ?

2. Une urne contient 2n boules portant des numéros différents : n boules portent le numéro 0,
les n autres boules sont numérotées de 1 a n. On tire une poignée de n boules dans 1'urne.

(1) Ecrire une fonction Python qui prend en entrée l'entier n, simule 'expérience et renvoie
la liste des boules tirées.

Pour tout k € [1;n], on note Uy la variable aléatoire qui vaut 1 si la boule numérotée k est dans
la poignée, et 0 sinon.

(2) Pour tout k € [1;n], déterminer la loi de Uy. Donner son espérance et sa variance, puis
calculer Cov(U;, Uj) pour i # j.
(3) Soit N =Uy + - -+ + Uy,. Que représente N 7 Calculer I'espérance et la variance de N.

(4) Soit S la variable aléatoire égale a la somme des numéros des boules présentes dans la
poignée. Exprimer S en fonction des variables Uy, 1 < k < n.

(5) Soit Z la variable aléatoire égale au nombre de boules numérotées 0 présentes dans la
poignée. Donner une expression de Z, puis calculer son espérance et sa variance.

3. Soient n un entier naturel non nul et @ < b € R. On consideére les polynémes

Po=(X—-a)"(X -b)" et Q,=PM".

n

(1) Déterminer le degré de @), ainsi que son coefficient dominant.

(2) Montrer que, pour tout k € [0;n — 1], P,gk)(a) = Pék)(b) = 0. Montrer que Q,(a) # 0 et
que Qn(b) # 0.

(3) Justifier I'existence, puis donner I'expression, de coefficients (A, x)o<k<n tels que
n
Qn = Ap(X —a)" (X -b)"
k=0

b
(4) Pour tous p,q € N*, on considere I'intégrale I, , = / (t — a)P(t — b)?dt. Calculer I,

a
puis établir une relation entre I, ; et Ip41 4—1; en déduire une expression de I, , pour tous
p,q € N*.

b
(5) Calculer les intégrales I,, = /

a

b
Po(t)dt et J, = / O (t) dt.
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4. On considére une urne contenant n — 1 boules noires et une boule blanche indiscernables au
toucher.

(1) On effectue une succession de tirages avec remise dans cette urne, on note 7' la variable
aléatoire donnant le rang du premier tirage amenant la boule blanche. Donner 'univers-
image de T, sa loi, son espérance et sa variance.

(2) On effectue maintenant des tirages sans remise. Soit X la variable aléatoire donnant le
rang du premier tirage amenant la boule blanche.

(a) Ecrire une fonction Python simulant l'expérience, en déduire une valeur approchée
de E(X).

(b) Quel est 'univers-image de X ?

(c) Pour tout k € N, on note By I’événement « tirer la boule blanche au k-éme tirage. »
Ecrire I'événement (X = k) en fonction des événements B;, 1 < j < k.

(d) En déduire la loi, puis 'espérance et la variance de X.

(3) Soit Y la variable aléatoire donnant le nombre de boules noires restant dans 'urne apres
le tirage de la boule blanche. Exprimer Y en fonction de X et n. Donner I'espérance de Y
ainsi que sa variance.

5. Soit n € N*. On considére A la matrice carrée d’ordre n avec des zéros sur la diagonale et
des 1 en dehors.

(1) La matrice A est-elle diagonalisable 7

(2) Soit B = A + I,. Calculer B%; en déduire un polynéme annulateur de A.

(3) Déterminer le spectre de A. Justifier que la matrice A est inversible, puis donner une

expression de son inverse.

6. On considere la fonction f: R? — R définie par

Ty )
—=— si(z,y) # (0,0);
fla)=§ V& v’
£(0,0) = 0.
1) Montrer que, pour tous z,y € R, |zy| < %(mQ +92).

)

2)

3)

4) On suppose f de classe C!. En écrivant la formule de Taylor-Young au premier ordre en
(0,0), aboutir & une contradiction ; conclure.

Montrer que la fonction f est continue sur R?2.
Calculer les dérivées partielles de f en (0,0).
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7. Déterminer la nature géométrique et donner les éléments caractéristiques de ’endomorphisme
canoniquement associé a la matrice :

L1 -2 -2
A=-[-2 1 -2
3\a 2o 1

n 1
8. Pour tout P € R,[X], on pose &(P) = Z (/ t*P(t) dt) Xk
k=0 70
(1) Montrer que ® est un endomorphisme de R, [X]. Déterminer Ker ®.
(2) Ecrire la matrice M de ® dans la base canonique de R,,[X]. Justifier que M est diagona-
lisable.

2
1 n
(3) Soit U = (ug,...,u,) € R"1. Montrer que UT MU = / <Z uktk> dt. En déduire que
0 \k=0
toutes les valeurs propres de M sont strictement positives.
(4) Soit A, la plus petite valeur propre de M. Montrer que A, — 0 lorsque n tend vers 'infini
(on pourra minorer la trace de M en fonction de A,).



