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Mathématiques — Corrigé du devoir surveillé n°4 2025-26

PROBLEME I

Gardons en téte que les fonctions x et y ne sont pas définies en 7 + k7 pour tout
ke Z.

On peut remarquer que la fonction tangente est mw-périodique alors que, pour
tout t € R, z(t+7) = cos(t +7m) = — cost = —x(t). On peut donc se restreindre a
un intervalle de longueur 7, disons |—7/2; 7 /2], et compléter le tracé par symétrie
par rapport a l'axe des ordonnées.

De plus, la fonction tangente est impaire et la fonction cosinus paire ; on a donc
xz(—t) = z(t) et y(—t) = —y(t); on peut donc se restreindre davantage, a [0; /2|
et compléter le tracé par symétrie par rapport a ’axe des abscisses.

Les fonctions x et y sont dérivables sur l'intervalle [0;7/2[. On a, pour tout x €
[0;7/2],
sint

7' (z) =

5 > 0, avec égalité ssi x =0
cos®t
et

y'(t) =1+ tan®t > 0.
Les fonctions x et y sont donc strictement croissantes sur [0;7/2], et la courbe
admet une tangente verticale au point de parametre ¢ = 0 (car 2/(0) = 0 mais
y'(0) # 0), localisée en (x(0);y(0)) = (1;0).

Enfin, z et y tendent vers +oo en 7.

D admet comme équation cartésienne x — y = 0, elle admet donc comme vecteur
normal (1;—1). De méme, D’ admet comme vecteur normal (1;1). Ces deux vec-
teurs sont orthogonaux entre eux (leur produit scalaire est nul), ainsi les droites
sont perpendiculaires.

Pour tout t € R\ {n/2 + kx| k € Z}, par définition de la tangente :

w(t)? —y(t)* =

Les points de C vérifient donc I’équation 2% — y? = 1.
1

1 sin2t_1—sin2t_cos2t_

cos?t  cos?t cos?t cos?t



PROBLEME II

II.A. Résolution dans le cas ou u = 0.

Q1.

Q2.

Q3.

Q4.

Q5.

Q6.

La fonction arcsin est définie et continue sur [—1;1] et dérivable sur |—1;1[. Or,
pour tout = € [0;1], on a 2z — 1 € [—1;1]. La fonction f est donc bien définie
sur [0;1]. Elle est continue sur cet intervalle par composition; enfin, pour tout
r €]0;1[, 2¢ — 1 € |—1; 1], donc f est dérivable sur ]0; 1] par composition. Pour
tout = € ]0; 1[, on a donc

"(z) = 2arcsin’(2z — 1) = ° = - - :
f'(x) = 2arcsin’ (22 — 1) \/1—(235—1)2 V=422 + 4z a:(l—as).

Si g est constante sur ]0; 1[, alors, pour tout x € ]0;1[, on a ¢"(x) = ¢'(z) = 0,
donc 16(z* — z)¢"(x) + (162 — 8)¢/(x) = 0; autrement dit, g est solution de (Ep).

Soit x € R\ {0;1}. On réduit le membre de droite au méme dénominateur, puis
on multiplie le numérateur et le dénominateur par 8 :

r -1 2 z(x-—1) _2(x2—x):16(x2—x)‘

/2 12 1 z—-1+z  220-1 162 — 8

Si z = ¢/, alors ¥’ = 2. On se place sur l'intervalle ]0;1[, donc 22 — z # 0, on a
donc :

16x — 8
2 / _ ! —
1/2 1/2
— 2+ </ + /1> z =0 d’apres la question précédente.
x x —

Il s’agit d’'une équation différentielle linéaire du premier ordre, les solutions sont
donc les fonctions z — Ae~4®): ott \ parcourt R et A désigne une primitive de
Y2 12 641 0; 1[. La fonction A: x — s In(2) 4+ 5 In(1 — x) convient. On a alors,

T z—1
1
em2m0-2) =~ Les solutions de (E*)
z(1—x)

—A(z)

1
Elnx

pour tout x € ]0;1[, e =e

A
sont donc les fonctions z: t — ————= pour tout A € R.
Va(l—x)

D’apres les questions Q4 et Q5, y est solution de (Ey) si et seulement s’il existe

A€ Rtelquey'(z) = # Les solutions de (Ep) sont donc toutes les primitives
(1l—x

A_ D’aprés la question Q1, on en déduit que I'ensemble

z(1—x)
des solutions de (Ep) est S = {y: z — larcsin(2z — 1)+ p | A\,up € R}.

des fonctions ¢ +—

II.B. Recherche d’une solution particuliére dans le cas ou u # 0.

Q7.

La somme d’'une série entiere est de classe C* sur l'intervalle ouvert de convergence :

f est donc de classe C* sur |—R; R|.



“+oo

Q8. Pour tout = € |[—R; R[, on a y/( Z na,z" et ' =3 n(n — 1)a,a">
n=2
Alors y vérifie (E,) si et seulement si
+00 +o0o
16(z* — ) > n(n — L)a,a"* + (162 — Z na,a" = a,at =

n=2 n=0

+oo +oo
> Y 16n(n—1)a,z" — > 16n(n — 1)a,z" "

n=2 n=2

—+00 0 “+oo
+ Z 16na,z"™ — Z 8na,z" ! — Z pa,x" =
n=1 n=1 n=0

On effectue un décalage d’indice dans toutes ces sommes ; on remarque qu’on peut
faire démarrer toutes les sommes a l'indice n = 0 car cela revient a faire apparaitre
des termes nuls dans les sommes démarrant a des indices supérieurs : ainsi y vérifie
(E,) si et seulement si

+o0
> (16n(n — 1a, — 16(n + 1)nap+1 + 16na, — 8(n + 1)a,41 — ,uan>x" =0
n=0
400
= > <(16n2 — p)a, — (n+1)(16n + 8)an+1)x" =0

n=0
“+oo

— > ((16n2 —pa, —8(n+1)2n + 1)an+1)x" = 0.

n=0

Q9. La fonction y étant solution de (Eu), la condition établie a la question précédente
est vraie. Par unicité de la décomposition en série entiere de la fonction nulle, on
a donc, pour tout n € N, (16n* — p)a, — 8(n + 1)(2n + 1)a,+1 = 0, donc
16n% — u

smrDen ™ ™

Montrons 'identité recherchée par récurrence sur n € N*.

Pour n = 1, en appliquant I’égalité (x) a n = 0, on obtient, a; = ag X
correspond bien a l'identité souhaitée.

Soit n € N*. On suppose la proposition vraie au rang n. D’aprés (%), on a donc

An+1 =

&, ce qui

16n% — u
(07% = (07%
T8+ D@2+ 1)
16n2 — 1 n—1
= (16k* — HR
8(n+1)(2n + 1) 4”2n'kl_10 n (HR)
il [1(16k* — 1)

T 420+ 2)(2n + 1)47(2n)! H
Qo n

=0 T[(16k* - ).
4nt1(2n 4 2)! -

L’égalité est donc vraie au rang n+ 1 ; par principe de récurrence, 1'égalité est donc
vraie pour tout n € N*.

=0

Q10. Si ag = 0, alors d’apres la question précédente, on a a,, = n pour tout n € N, donc
y est la fonction nulle, de rayon de convergence infini.
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Q11. Si ag # 0 et u = 16p?, alors le produit [[{—3(16k% — u) est nul si et seulement si
p < n — 1, autrement dit si et seulement si n > p + 1. Ainsi, on a a, = 0 si et
seulement si n > p + 1. On peut donc écrire y = >0 _ a,z", il s’agit donc d’une
fonction polynomiale de degré p.

Q12. Siag # 0 et i # 16p? pour tout entier p, on peut utiliser le critére de d’Alembert car
les coefficients a,, ne s’annulent pas : d’aprés (x), pour tout n € N et x € |—R; R],

Apy1 ™! 1160 — u] 2] 16n2’ |
= x| ~ T
8(n+1)(2n+1) 16n2

D’apres le critere de d’Alembert, 3 a,z™ converge absolument des que |z| < 1 et
diverge grossierement des que |z| > 1. C’est donc une série entiere de rayon 1.

anxn n—-+o0o

I1.C. Etude d’une solution particuliére.
Q13. Comme =1 et ay = 1, la formule de la question Q9 se réécrit :

. 1
VneN = )l ‘H16k:2—1 'H4k 1)(4k +1).

En effet, pour tout k € [0;n — 1], 16k* — 1 = (4k) —1° =4k —1)4k + 1).
Q14. On écrit la factorielle de 4n en regroupant les facteurs par « paquets » de 4 consé-
cutifs :

(4k)! = ﬁ(4k + 1)(4k + 2)(4k + 3)(4k + 4)
= 24" n]:f(zm +1)(2k + 1)k +3)(k+ 1)
= 8" ﬁ(4k + 1)(4k + 3) nf[ (2k + 1) = 8™nl nHl Ak + 1)(4k + 3) (22 n)!'

k=0 k=0 k=0
n—1 n An — 1 n—1

=4"(2n)! [T (4k + 1) T] (4% = 1) = 22" (2n)!——— [] (4k + 1)(4k — 1)

k=0 k'=1 k=0

= —22"(2n)!(4n — 1) ,ﬁ(4k +1)(4k — 1).

Q15. On reprend la formule de la question Q13 en y remplagant le produit [J(4k —
1)(4k + 1) grace a la formule de la question précédente :
1 " (4n)! _ (4n)!
4n(2n)! ~ =227(2n)!(4n — 1) 427((2n))2(4n — 1)
Q16. On utilise la formule de Stirling pour donner des équivalents de (4n)! et (2n)! :

(4n)! ~ e 40" /8an et (2n)! ~ e 2"2%"n*"/47n,

e~dnginpin, /8mn —-1
42n(e=2mQ2nn2n\ [Arn)24n  4/27n3/2
Q17. On rappelle que ¢ est de rayon 1. D’apres la question précédente, a, = o(n=%*),
or Y, n %/ est absolument convergente, donc ¥ a, est absolument convergente,
donc convergente. Ceci montre que la série définissant ¢ converge pour z = 1. Par
ailleurs, la série 3(—1)"a,, est aussi absolument convergente, donc convergente ; la
série définissant ¢ converge donc pour z = —1.

Ay =

donc

Ay ~ —
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Q18. D’apres les questions précédentes, la série entiere ¢ est convergente donc définie
sur [—1;1] et non nulle. De plus, son terme général vérifie la condition établie a la
question Q8. La restriction f de ¢ a Uintervalle |0; 1 est également non nulle et
vérifie la méme condition ; c’est donc une solution non nulle de (E;) sur |0; 1[.

PROBLEME III

III.A. Etude d’une suite d’intégrales.
Q1. La fonction x + H% est continue sur [0; 1]. On a, par un simple calcul de primitive :

Io = /01 ffx = [m( —i—:c)Ll) — In(2).

[0; 1]. Alors, par

hnearlte de I'intégrale :

1:6"—1—:5"“ 1 ek 1
+ o 0 14+ 1—|—x dx ogjdx n+ll, n+l

Q3. On applique récursivement la formule de la question précédente :
° Io+]1:1dOHC ]1—1—]0—1—1112
o [1 +1,=34 1 donc]2:f—.71:—f—i—ln2
o h+1I3=3 1 donc Is = 1 — I, f—ln2
° 13+I4:idoncI4:1—13:—%+1n2:—1—72+1n2

Q4. Soit n € N. Pour tout z € [0;1], 2" < 2" donc "’“in:; < 1+ . Par croissance de

I'intégrale (car 0 < 1), on en déduit que I,,1 < I,, ce qui prouve que la suite
(I)nen est décroissante.

Q5. La suite (I,,),en est décroissante d’apres la question précédente ; de plus, elle est
positive — autrement dit minorée par 0 — par positivité de I'intégrale (on a 19% >0
sur [0;1] et 0 < 1). On en déduit qu’elle converge vers une limite ¢ > 0.
Reprenons alors la formule de la question Q2 et faisons tendre n vers +o00 : on
al, =l Iny1 — Let =5 — 0; par unicité de la limite, £ + ¢ =0, d’ou £ = 0.
Q6. Montrons-le par récurrence sur n > 1.
Pour n =1,ona —I, = —1+In2 d’aprés Q3 ; d’autre part, In(2)+>;_, (_;)k =
In2 — 1. Il y a bien égalité.
Soit donc n > 1, supposons la propriété vraie au rang n. Toujours d’apres Q2
et par hypothese de récurrence :

( 1)n+ll ( 1)n+1 <—I + 1 ) — (_1>n] + <_1)n+1
ml " n41 " n+1
n (_1)k ( 1)n+1 n+1( 1)k
=1n?2 =1n2
n +k§:jl ot + kzl :

La propriété est donc vraie pour tout n > 1 par principe de récurrence.

Q7. On peut utiliser la question précédente pour calculer les sommes partielles de la
série. Pour tout n > 1,

zn: (_kl)k = (—1)"I, — In2.

Comme I, tend vers 0 en +00 (Q5), ces sommes partielles tendent vers —In2 € R ;
on en déduit que la série est convergente et que sa somme est égale a — In 2.
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Qs.

Soit n > 0. Par décroissance de la suite (I,,),en, on a :
In+1 + [nJrl S [n + [n+1 S [n + [n
soit .
2, | < —— <2I,. 1
e )

Maintenant, si n > 1, on applique directement l'inégalité de droite de (1) pour
en déduire I,, > m De plus, on peut appliquer l'inégalité de gauche a n' =
n—12>0:on obtient 27, < %, d’ou le résultat.

Enfin, multiplions I’encadrement par 2n; on a donc, pour tout n > 1 :

" <onI, <1.
n+1

Il est évident que les deux bornes de cet encadrement tendent vers 1 en +o0o. Par

théoreme d’encadrement, on en déduit que 2nl, — 1, donc I, ~ i

I11.B. Etude d’un produit scalaire.

Q9.

Q10.

Q11.

11 s’agit de montrer que (-, -) définit une forme bilinéaire symétrique définie positive.
En préliminaire, notons que les polynomes et x — 1%@ sont des fonctions continues
sur [0; 1] donc l'intégrale définissant (P, @) est bien définie.
Il est clair que si P, € F, alors
L Q(z)P(x) L P(z)Q(x)
(@, P) :/0 mdm:/o Hixdl’: (P, Q).
Soient maintenant P, ), R € F et A € R. Alors :

(AP 40, ) /01 (AP(z) + Q@) R(z) /01 AP(x)R(x) + Q(z)R(x)

1+ 1+«
:AAP$f§wdx+A fozﬂdx:Agua+«gRy

Ceci établit la linéarité a gauche; par symétrie (paragraphe précédent), on en
déduit la linéarité a droite, donc la bilinéarité.

Soit P € E. Alors ,
L P(x
pp)= [P0
o 14+
par positivité de l'intégrale, car I'intégrande est évidemment positif sur [0; 1] et les
bornes de 'intégrale sont croissantes.

dz >0

Enfin, soit P € E, supposons que (P, P) = 0. La fonction z %"f est continue
et positive sur [0;1]. De plus, les bornes de 'intégrale sont distinctes (0 # 1). On
en déduit que F;f}: = 0 pour tout z € [0;1], d’'ou P(x) = 0 pour tout = € [0;1]. Le
polynome P admet donc une infinité de racines, cela ne peut étre que le polynéme

nul : P =0.

Il suffit de calculer le produit scalaire :

(1, X) /1L$d L=1-1n2+#0
— €Tr = = — 1n

) 0 1 + 1 )
les vecteurs ne sont donc pas orthogonaux.

Par définition, le projeté orthogonal de X? sur R;[X] est un élément de R, [X] =
Vect(1, X) ; il existe donc «, 3 € R tels que L(X?) = aX + .




Q12.

Q13.
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S’agissant d’une projection orthogonale sur Ry [X], I'élément X?—L(X?) appartient
au sous-espace R{[X]*. Ainsi, on peut écrire :

X2 - X2 —aX —3,1) =
{§X2 L§X2§,)g> 0 @{EXQ—aX_g,)g_o

[ (XD = (X 1) 4 (L)
(X2, X) = a(X,X) + B(L,X)
Mais, avec les notations de la partie précédente, pour tous p,q € N, on a :

<Xp’Xq>:/ [L‘p Zlfq _/ J;erq

o 1+x
En substituant dans le systeme ci-dessus, on en deduit :

I = aly + B
I3 = OZIQ + 6[1

dl’ — Ip+q.

Le sous-espace R;[X] est de dimension finie. D’apres le théoreme de la projection,
inf{[|X* — P|, P € Ry [X]} = ||X — L(X)]|.
Par croissance de la fonction carré sur R, on en déduit que
inf{[|X* — P|I*, P € Ry [X]} = [|X — L(X)|]”
En remplagant les éléments P de R;[X] par leur écriture aX + b, on obtient que :
1 (2% —az —b)?
1+x

1X2 = P|I? = (X2 — aX — b, X? — aX +b) :/ dz.,
0

d’ou le résultat.



