TSI2 TD 13 — Isométries des espaces euclidiens 2025-26

1. Soit E = R3[X] muni du produit scalaire :

w.a)= [ Poq .

On considére 'endomorphisme ¢ de E défini par ¢(P)(X) = P(—X). Montrer que ¢ est une
symétrie orthogonale ; en déduire que c’est une isométrie.

2. Pour chacun des exemples suivants, déterminer la matrice représentative dans la base cano-
nique de £ de I'endomorphisme proposé.

(1) E = R?, réflexion orthogonale par rapport a F: x — 2y = 0.
(2) E =R?, rotation d’angle %.
(3) E = R3, réflexion orthogonale par rapport & F': — 2y + z = 0.

3. Soit E = {f €C?*([0,1],R) | f = f"}.
(1) Pour tous f,g € E, on définit :

1
(o) = [ £d @t + F(O)g(0)
Vérifier que cela munit F d’une structure d’espace euclidien.

(2) Déterminer une base orthonormée de E.

(3) L’application d: f +— f’ est-elle une isométrie de E 7

4. Montrer qu’une isométrie diagonalisable est une symétrie orthogonale.

5. Soient u et v deux isométries d’un espace euclidien FE.
(1) Soit z € E, on suppose que u(z) # v(x). Montrer que (u(z),v(x)) < ||u(z)] - |Jv(x)].

(2) On suppose qu’il existe A € ]0; 1] tel que Au + (1 — A\)v soit une isométrie. Montrer que
nécessairement u = v.

6. Soit F un espace euclidien.
(1) Soient u,v € E, tels que ||u]| = ||v]| = 1. Montrer que u + v et u — v sont orthogonaux.
(2) Soit f € L(E). On suppose que, pour tous u,v € F, si (u,v) = 0, alors (f(u), f(v)) = 0.
(a) Montrer que, pour tous u,v € F non nuls :

1)l _ 17 )

lull ]

(b) En déduire qu’il existe A € Ry et g € O(E) tels que f = Ag (on dit que f est une
similitude).

7. Soit E un espace euclidien. Soit f: E — F une application pas forcément linéaire telle que :

Vu,v € B (f(u), f(v)) = (u,v).
(1) Soit B = (eq,...,en) une base orthonormée de E. Montrer que (f(e1),..., f(en)) est une
base orthonormée.

(2) En déduire que f est linéaire (et donc une isométrie).



2

8. Soient a,b,c € R. On pose S=a+b+c, c =ab+ bc+ ac, et :

a b c
M=1|c a b].
b ¢ a

(1) Montrer que M € O3(R) si et seulement si 0 =0 et S = £1.
(2) Montrer que M € SO3(R) si et seulement si 0 =0 et S = 1.

9. Déterminer une matrice P orthogonale telle que P~' AP soit diagonale :

1 0 -1 8 -2 2
Msid=[0 1 2|; (@sid=[-2 5 4].
-1 2 5 2 4 5

1 1 8 —4
10. Soit M =—-| 8 1 4 |.
-4 4 7

(1) Vérifier que M est une matrice orthogonale.

(2) Sans calculer le polynéme caractéristique de M, justifier que M est diagonalisable et
déterminer ses valeurs propres avec multiplicité.

N . . N . 1 4
11. Reconnaitre ’endomorphisme canoniquement associé & la matrice A = 3 (i 3 )

12. Pour chacune des matrices suivantes, déterminer la nature géométrique et les éléments
caractéristiques de I’endomorphisme canoniquement associé :

(2 -1 2 L84 L[3 40
A=-|2 2 —1|; B==(4 7 4|, c==(0 0 5).
3\21 2 2 9\1 1 -8 5\1 3 0

1 1 V6 (1 -2 1
D:Z 1 3 —V6|; E:5 V20 =2
-6 V6 2 1 Vv2 1

13. Soit E un espace euclidien de dimension n et s une symétrie de F.
(1) Montrer que s est une isométrie si et seulement si c’est une symétrie orthogonale.

(2) Montrer que s est une symétrie orthogonale si et seulement si, pour tous w,v € FE,
(s(u),v) = (u, s(v)).

(3) Soit B une base orthonormée de E. Montrer que s est une symétrie orthogonale si et
seulement si sa matrice dans la base B est symétrique.

14. Soient E un espace euclidien de dimension n > 1 et © un endomorphisme de E. On suppose
que Tr(u) = 0. Soit (e, ..., e,) une base orthonormée de E.
(1) Montrer que (e1,u(e1)) + - + (en,u(e,)) = 0.
(2) En déduire qu’il existe deux indices i # j € [1;n] tels que (e;, u(e;)) et (e, u(e;)) soient
de signes différents.
(3) Pour tout 6 € [0;7/2], on pose e(f) = (cosf)e; + (sinf)e;. Montrer que la norme de e(6)
est constante égale a 1.
(4) Pour tout 6§ € [0;7/2], on définit g(0) = (e(0),u(e(d))). Montrer qu'il existe 0y € [0;7/2]
tel que g(6p) = 0.
(5) En déduire qu'il existe une base orthonormée de E telle que la matrice de u dans cette

base a tous ses coefficients sur la diagonale nuls. On pourra procéder par récurrence sur
n =dim FE.



