TSI2 TD 14 — Fonctions de plusieurs variables 2025-26

1. Dans chacun des cas suivants, représenter graphiquement la partie A. Dire si A est ouverte,
fermée, bornée. Décrire son intérieur, son adhérence et sa frontiere.

Parties de R2.
A={(w,y) eR? |2y >0} A={(r,y) eR*|0<y<a®y; A={(r,y) eR?||r—2 > 1}
Parties de R3.

A={(z,y,2) eR?|2>2}; A={(z,y.2)eR?| 2?2 +3°+ 22 <1letz<0}

2. Donner et représenter si possible le domaine de définition des fonctions suivantes; dire s’il
est ouvert, fermé, borné :

1/2
/ 1—22
f(x7y) - 4—.%'2_3/2; f(x7y) = <y2_1> ; f(xvyaz) :ln(xyz)v
flay) =z —y*) —=2\/y—a%  flz,y) =zh(@+y) —y/y—z
3. Soit f I’application définie sur une partie de R? par
sinx — sin
fla,y) = 20

r—y

Déterminer le domaine de définition de f, puis montrer qu’on peut la prolonger en une applica-
tion continue sur R2.

4. Déterminer les dérivées partielles d’ordre 1 et 2 de la fonction définie sur R? \ {(0,0)} par

3,3
__ry
f(x’y)_a:2+y2'

5. L’application f: R? — R définie par :
1
Va2 +y?

est-elle continue ? Admet-elle des dérivées partielles en tout point ? Est-elle de classe C! ?

fla,y) = (2® +y*) sin ( ) si (z,y) #(0,0) et f(0,0)=0

6. Montrer que la fonction f: R? — R définie de la maniére suivante n’est pas de classe C? :

2 2
fa) = 52 i ) £ 0,0) e S0.0) =0,
7. Déterminer les points critiques des fonctions suivantes :
(1) f: (z,y) = 2(z® +9?) — 22y + 22 — 2y + 4; 4) f:(z,y) = 2 +y° = 3ay;
(2) f:(z,y) = (@2 4y —2)(@® +y* - 22); (5) f: (w,9) =~ S5
3) f: (z,y) = z(In(z)? + y°); (6) f: (x,y) — 2%y>(1 + 3z + 2y).

8. Dans chacun des cas suivants, montrer que la fonction f admet des extrema sur D et les
déterminer :

(1) f:(z,y) = ay(l—z—y)sur D={(z,y) €R? |z,y>0ectx+y <1}
(2) f:(z,y) = 22® = 3y* —1sur D = {(a3y) € R* [ 2® +y* < 1};

(3) f: ({L‘,y)'—>4$ +2zy —3y? sur D = {(x,y) ER?|0<2<2et —2<y<0};
4) f: (z,y) —

4 x, 2?2 —exp(y?) sur D = {(z,y) € R? | 22 +y? < 1}.



2

9. Soit a € R. On cherche toutes les fonctions g: R? — R. de classe C! vérifiant

99 99
or 0Oy
(1) Soit f: R? — R définie par f(u,v) =g (U;U, Y ; u) Montrer que gi = g.

(2) Intégrer la réponse de la question précédente pour en déduire I'expression de f.
(3) En déduire les solutions de I’équation initiale.

10. Résoudre sur R? les équations aux dérivées partielles suuivantes a 1’aide du changement de
variable proposé :

af _of
< 1977 = = = 2
(1) 90 T 9y z (r=u,y=0v+2u).
O*f O f P 2
(2) 83}2730%93/ 20 5 =r" +2ry+y° (u=x+y,v=2x+y).
*Pf %
2 U = = —
(3) ¢ 8x2—8t2,ouc>0(u x+ct,v=ux—ct).

11. Résoudre les équations aux dérivées partielles suivantes sur R’} x R’ a I'aide d'un passage
en coordonnées polaires :

of o _y of of _ o5
() @ (9 8y Iy (3) x(“)x +y8y =Vaty

of ~ of of of  a®+y?
2) = — =kf, ke R. ZL )
()ﬁaeryay [ ke (4) Ve " %oy .

12. Résoudre les équations différentielles suivantes sur 'ouvert D en utilisant le changement de
variables proposé :

0 0

(1) af+y&Jyf—2f(x,y)+2:0,surD:RiQ(u:a:y,vzg).

(2) x%—yggzx —y? sur D={(x,y) eR?* |z —y >0} (u=z+y, v=uay).
20%f %f | ,0%f

(3) x 8 2+2wya 9y +vy ay2:0,su]rD:Rf;2 (x =12, y=uv).

13. Pour chacune des courbes suivantes, déterminer les points réguliers puis une équation de
la tangente en chacun de ces points. En quels points la tangente est-elle parallele aux axes de
coordonnées ?

(l)C:m—ij (4) C: %_y =

2

2) C: &+ 4% =1(a,b>0) 5) C:y? =

(3) C: a® + ¢ = 3uy. (6) C: z(z? +y?) = 2 — y?
14. Soit S la surface de R? d’équation 22 + y? — 22 = 0.

(1) Déterminer les points réguliers de S.

—~

(2) Donner en ces points une équation du plan tangent a S.

Y
1422

15. Soit S le graphe de la fonction f: R? — R définie par f(z,y) =

(1) Déterminer une équation du plan tangent a S en O = (0,0, 0).

(2) Déterminer la position locale de S par rapport a son plan tangent en O.
16. Soit S le graphe de la fonction f: R} x R% — R définie par f(z,y) = In(z) — In(y). On
fixe un point (zo,y0) € RL x R

(1) Déterminer une équation du plan tangent a S en M (xo, yo, f(x0,Y0))-

(2) Déterminer la position locale de S par rapport a son plan tangent en M.



