TSI2 TD 9 — Espaces préhilbertiens 2025-26

1. Montrer que les applications suivantes sont bien définies et munissent les espaces E considérés
d’une structure préhilbertienne :

(1) B =R, ((av0). (o)) = 200" 40/ + 90/ +

(2) B =R, §:P 0)Q™(0).
+o0o
(@E:mea@:A P(HQ(H)e™ dt.

(1) B =CH0,1,R), (1,90 = F0)9(0) + [ 1019/ )

(5) E = R[X], (P,Q) — / P()Q(t) sin ¢ dt.
0
2. Soit n € N*.
(1) Soient A = (a;j)i<ij<n €t B = (bij)i<ij<n € Myu(R). Justifier que :

TI"(ATB): Z ai,jbi,j.
1<i,j<n

(2) En déduire que I'application ¢: A, B + Tr(AT B) munit M,,(R) d’une structure d’espace
euclidien.

(3) Montrer que, pour tout A € M, (R), on a
Tr A < /nTr(ATA).

Dans quels cas a-t-on égalité ?

n 1 5 i
3. Montrer que, pour tout n € N*, Z KV < n(n +2z/éﬁ'
k=1

4. Montrer que, pour tous x1,...,T, € R :

n 2 n
k=1 k=1

et préciser le cas d’égalité.

5. Soit f € CY([0,1],R) et telle que f(0) = 0. Montrer que :

(ffrae) <5 7
et préciser le cas d’égalité.

6. Soit E un espace euclidien.

(1) Soit H un sous-espace vectoriel de E. Montrer que H est un hyperplan si et seulement s’il
existe un vecteur u € E \ {0} tel que H = z.

(2) En déduire que pour tout forme linéaire f sur E, il existe un unique vecteur u € E'\ {0}
telle que, pour tout v € E, f(v) = (u,v).
7. Orthonormaliser les familles suivantes par I'algorithme de Gram-Schmidt :
1) ((1,0,1),(1,1,1),(=1,1,0)) pour le produit scalaire canonique sur R3;
2) (1, X, X?) dans Ry[X] muni de (P,Q) = Y 7_, P®) (k + 1)Q™ (k +1).
3) (1, X, X?) dans Ro[X] muni de (P,Q) = [, P()Q(t) dt;
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1), (11)) dans M2(R) muni du produit scalaire de l'exercice 2.
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1 0 0
8. Soit A=(0 2 0].Pour X,Y € R?, on pose (X,Y) = XTAY.
0 0 3
(1) Vérifier que (-,-) définit un produit scalaire sur R3.
(2) On note (eq, ea,e3) la base canonique de R?. Donner une base des espaces Vect(eq,e3)*
et Vect(eg)™

9. Dans E = C(0;1], R) muni de son produit scalaire usuel, on considére F'= {f € E | f(0) =
0}. Montrer que F+ = {0}. On pourra remarquer que, si f € E, alors la fonction g: ¢ + tf(t)
appartient a F.

10. On note ¢2(R) I'ensemble des suites réelles (uy)nen telles que 3" u? soit une série conver-
gente.
(1) (a) Montrer que, si a, 3 € R, alors 2a8 < o? + 2.

(b) En déduire que, si (un)nen €t (vn)nen sont deux suites de £2(R), alors la série de terme
général u,v, est absolument convergente.

(c) Montrer que £2(R) est un sous-espace vectoriel de I’ensemble RN des suites réelles.
(2) Siu= (up)neN et v = (Vn)nen sont deux suites de £2(R), on pose :

+o0o
(u,v) = Z UV,
n=0

Montrer que cela définit un produit scalaire sur ¢2(R).

(3) Pour tout p € N, on considére la suite £, = (dp.n)nen dont tous les termes sont nuls sauf le
p-éme, qui vaut 1. Montrer que, pour tout P € N*, la famille (£1,...,Ep) est orthonormée.

(4) On note F' = Vect((&p)pen). Justifier que F' est un sous-espace vectoriel de E et montrer
que ' # FE.

(5) Déterminer le sous-espace F*-. A-t-on E = F @ F+?

11. Donner une base orthormée de Ry[X] :

2
(1) muni du produit scalaire (P, Q) = Z P(k)Q(k).
k=0

(2) muni du produit scalaire (P, Q) = / P(t)Q(t) sint dt.
0

12. Dans R?® muni du produit scalaire usuel, déterminer une base orthonormée du plan P
admettant pour vecteur normal (1,2, —1). En déduire la matrice de la projection orthogonale
sur P.

13. Dans R? muni de sa structure euclidienne usuelle, déterminer la projection orthogonale du
vecteur u = (2,4, 4) sur la droite vectorielle D engendrée par v = (1,1, 1). En déduire la distance
entre u et D.

14. Dans l'espace euclidien canonique R?, on pose F' = {(z,y,2) € R? | 2 = z + y}. Déterminer
la matrice dans la base canonique de la projection orthogonale sur F'

15. Dans l'espace euclidien £ = Mj(R) muni du produit scalaire usuel, on pose J = (9 ').
Déterminer 'expression de la projection orthogonale sur F' = Vect([s, J).

16. On se place dans F = C([0,1], R) muni du produit scalaire (f, g) = fol f(t)g(t)dt.

(1) Donner le projeté orthogonal de la fonction ¢ + t3 sur le sous-espace vectoriel F' de F
constitué des fonctions affines définies sur [0; 1].

(2) En déduire la valeur du réel :

1
d= inf / (t3 — at — b)% dt
(a,b)eR2 Jo



