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CORRIGE DU DEVOIR DE VACANCES

EXERCICEI1I

. On peut procéder par récurrence sur N.

Pourn = 0,onany=(1+a)/2>0cara>0.

Soitz € N, on suppose que #,, > 0. Alors u,, .1 = u,,/2 + [ 2u,, avec u,, > 0 par hypothese
de récurrence et 2 > 0, donc #,, .1 > 0, ce qui acheve la démonstration.

. On procede de nouveau par récurrence.

Pour = 0, on utilise la remarque de 'énoncé : (1 - \/;)2 est le carré d’un réel donc positif,
autrement dit 1 — 2V + 2 > 0, dotizy = (1 + 2) /2 > Ya.

Soit maintenant z € N, supposons que #,, > \/;. Alors:

u, o
Il = oy
n

donc

. —\/;—ﬂ+i— “_%ﬁ—Zun\/;+ot_(%n—\/;)2
ntl T2 2u, B 2u, T 2u,

> 0.

Ainsi, pour tout z € N, on a bien #,, > \/;.

On en déduit que, pour tout 7z € N,

2
Uyl — Uy = 24— —u, = <0 cara<u
n+ n 2 Zﬂn n 2%;1 n’

ce qui prouve que la suite (%, ), est décroissante.

S’agissant d’une suite décroissante et minorée (par Va), elle converge donc vers un réel €.

. La suite (#,41),eN est une suite extraite de (#,),cn qui converge vers ¢, elle converge
donc également vers (. Mais par ailleurs, pour tout z € N,

Yot a
" w02 20

Par unicité de la limite, on a donc:
( «
(=—+—, soit (*=ua
2 20 ’
> N\ . . ’ \ . . . . .
ot1 ¢ = +va ; mais la suite (#,),,c étant A termes strictement positifs, sa limite ne peut

étre que positive ou nulle, et on a donc nécessairement ¢ = Ja.

. X a 7 . 7 \ 7 .
. Lafonction f:x > 5 + 5—est dérivable sur R par théoréme d’opérations. Pour tout

2 2x
x>0,f'(x)=%—%.Etsix2\/;,alors:
a a 1
0<—<—==
252 22 2
donc
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5. Soitz € N. La fonction f' est continue sur [\/; ; un], dérivable sur ] Ve, u, [ et, pour tout
X € ]‘/Z; u, [, onal0< f "(x) < 1/, D’apres I'inégalité des accroissements finis, on a donc,
pour tout x € [\/Z; un] :

0(x = V&) < f(x) - F(Va) < %(x—\/;).
En particulier, pour x = #,,:

05 ) - F(a) < 3 (1, =),

et on obtient le résultat souhaité en remarquant que f(#,) = #,, et [ (Va) = V.
6. Par récurrence immédiate, pour toutz € N :
0 < 1, —Va < 3 x x5 (ug = Va) = 27(uy — ),

N

n fois

avec

1+« 1+
%0—\/_2 5 —%OS 5 5

0<u,—Ja<2Y1+a).

7. On a construit au cours du probleme une suite qui converge vers Va, et la question
précédente nous permet de majorer la distance entre le terme général #, et la valeur
limite y. On va donc écrire une fonction calculant les termes successifs de la suite, et
simultanément la valeur de 2777 1(1 + «), en stoppant la boucle des que cette derniere est
inférieure 2 epsilon:

def racine(alpha, epsilon):
u= (1 + alpha) / 2
erreur = u
while erreur >= epsilon:
u=u/ 2+ alpha / (2 * u)
erreur = erreur / 2
return u

EXERCICE 2

1. Premiérement, # est manifestement 3 valeurs dans R>. D’autre part, vérifions la linéarité.
Soient (x, ¥, z) et (', ¥, 2") deux vecteurs de R3 et soit A € R. Alors::

x x Ax + x
ul Al y |+ y' =y ly+y'
z 2 Az +7

x+x' +Ay+y +2z+7

A+
x+x +lz+72
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x+y+z Ky 47
=4y |+
x+z %+ 2

x ¥
/
=Aul y | +uly |
/
2z 2z
ce qui prouve que # est linéaire, donc (puisqu’elle est a valeurs dans le méme espace que

son espace de départ) un endomorphisme.

. On rappelle que la base canonique 98 de R3 est constituée des trois vecteurs :

]

On calcule successivement :

1
u(e) = (0) = ley + 06y + les;
1

—

ule,) = (1) = lep + 1oy + Oes;

o

1
u(ez) = (0) = le; + 0ey + 1es,

1
d’ou
111
Matz=101 0.
* 101
. Commencgons par le noyau. Soit (x, y, 2) € R3. Alors :
X X x+y+z=0 y=0
y]|€Keru = u|ly|=0 = y=0<=>{
- . . 0 x+2z2=0,
xX+z=
ainsi
X X 1
Keru=1ly eR3 y=0etx+2=0;= 0 x€R}=Vect|[]| O .
Z —X -1

La famille ((1, 0, —1)) est une famille génératrice de Ker #; elle est évidemment libre car
constituée d’un unique vecteur non nul, cest donc une base de Ker .

Pour I'image, rappelons-nous que 'image d’une base : (u(el ), #(e), u(es )) est nécessaire-
ment une famille génératrice de Im #. Ainsi :

1 1

0f (1

1 0

1 1 1
0,(1],({0
1 0 1
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en éliminant le troisieme vecteur redondant (car identique au premier). La famille ainsi
obtenue est une famille de deux vecteurs manifestement non colinéaires entre eux, elle est
donc libre, et c’est donc une base de Im #.

4. Lensemble D est un sous-espace vectoriel de R3 en tant que sous-espace engendré par
une famille de vecteurs (d’un seul vecteur en 'occurrence). Il possede ( (1, 0, 1 )) comme
famille génératrice, mais celle-ci est évidemment libre (car constituée d’un unique vecteur
non nul), cest donc une base de D, qui est donc de dimension 1.

Pour H, le plus simple est de I'exprimer directement sous la forme d’un sous-espace

engendré :
X X
H=1ly eR3 x+y+z=0=1(y eR3 Z=-x—Yy
z z
1
0

2, {2)

Une nouvelle fois, on a trouvé une famille génératrice de A constituée de deux vecteurs
non colinéaires entre eux ; cest donc une base de A, qui est donc de dimension 2.

(x,9) € RZ} = Vect

-1

5. Vérifions que H et D sont en somme directe par le critere de 'intersection. Soit (x, ¥, 2) €
Hn D. Alors:
—(x, y,2) € Ddoncil existe A € R tel que (x, y,2) = 4(1,0,1) = (1,0, 1) ;
—(x, y,2) € Hdoncx + y +2 = 0,50it A+ 0+ 4 =03
On en déduitque A = 0,dotx = y = g = 0. Ainsi, H N D = {0}, ce qui prouve que
et D sont en somme directe.
D’autre part, d’apres la question précédente, dim A +dim D =2 +1 =3 = dim R3; ainsi
R>=HaD.

6. Comme les sous-espaces H et D sont supplémentaires, la concaténation d’une base de

H avec une base de D donne automatiquement une base de R3 (on pourrait aussi le
redémontrer par le calcul).

Calculons I'image par # des vecteurs vy, 5 et 3 :

1
u(vy) =u|l 0 ) =0 =00 + 00y + Ov3  carv; € Keru (question 3.);
-1

0 0
u(vy) =u|l 1 |=| 1 |=0v=00+ 1ty + Ou3;
-1 -1

1 2
u(vy) = u O) = (O) = 2uv3 = Ovy + Ovy + 203.
1 2

Ainsi

S O O
S = O

(v1,,13)

Mat u:(

[\S e R es]
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