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p ro g r a m m e d e c o l l e s 1
Semaine du 14 septembre.

c o n n a i s s a n c e s e x i g i b l e s

Notion d’espace vectoriel, de sous-espace vectoriel. L’intersection de deux sous-espaces vec­
toriels est un sous-espace vectoriel, ce n’est pas le cas de l’union en général. Somme de deux
sous-espaces, d’un nombre fini de sous-espaces. Notion de somme directe, caractérisation
des sommes directes (deux caractérisations différentes suivant le nombre de sous-espaces).
Couples de sous-espaces supplémentaires, projeté et symétrique d’un vecteur.
Combinaisons linéaires d’une famille (finie ou infinie) de vecteurs, sous-espace vectoriel
engendré par une famille. Bases, familles libres, familles génératrices.
Applications linéaires, endomorphismes, formes linéaires. Noyau et image d’une applica­
tion linéaire, critères d’injectivité et de surjectivité. Sous-espace stables par un endomor­
phisme et endomorphismes induits. Projections et symétries vectorielles, caractérisation
(par la composition) et identification des éléments caractéristiques.
Dimension d’un espace vectoriel. Dimension d’un sous-espace, cas d’égalité. Formule
de Grassmann et caractérisation des supplémentaires. Familles de vecteurs de cardinal
respectivement inférieur, supérieur, égal à la dimension de l’espace. Théorème du rang, cas
particulier des endomorphismes d’un espace de dimension finie. Notion d’hyperplan,
trois caractérisations des hyperplans (par la dimension, comme noyau d’une forme linéaire
non nulle, comme supplémentaire d’une droite).

q u e s t i o n s d e c o u rs

i. Soient 𝑃 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3 | 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0} et 𝐷 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3 | 𝑥 = 3𝑦 et 𝑧 = 2𝑥}.
Montrer que 𝑃 et 𝐷 sont des sous-espaces vectoriels de ℝ3 et que ℝ3 = 𝑃 ⊕ 𝐷.

ii. Soit 𝜙 une application linéaire définie sur un espace vectoriel 𝐸 et à valeurs dans un espace
vectoriel 𝐹. Montrer que Ker 𝜙 est un sous-espace vectoriel de 𝐸, et que 𝜙 est injective si et
seulement si Ker 𝜙 = {0𝛦}.

iii. Soit 𝑛 ∈ ℕ∗. Montrer que l’application 𝜙 ∶ 𝑃 ↦ 𝑛𝑋𝑃 − 𝑋2𝑃′ est un endomorphisme de
𝕂[𝑋], puis que le sous-espace 𝕂𝑛[𝑋] est stable par 𝜙.

iv. Dans 𝐸 = ℝ2[𝑋], on considère l’application 𝜙 ∶ 𝑃 = 𝑎𝑋2 + 𝑏𝑋 + 𝑐 ⟼ 𝑎𝑋2 + 𝑎. On
admet que 𝜙 est un endomorphisme de 𝐸. Déterminer la nature géométrique de 𝜙 et
donner ses éléments caractéristiques.

Prévisions pour la semaine prochaine : éléments de topologie et rappels d’analyse réelle.


